Chapitre 5 - Limites et continuité 1

Plaquette 4 - Equations fonctionnelles,
lipschitziennes, continuité uniforme

Limites et continuité — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Continuité uniforme sur/ :
Ve>0,In>0,Vx,y€l, |[x—y|=n=|f(x)—-fy)| =¢

— k-lipschitzienne : |f(x) — f(y)| =< k|x — y| ; lipschitzienne = uniformément continue
= continue.
— Heine : continue sur un segment = uniformément continue.
— Densité : deux fonctions continues égales sur une partie dense de R sont égales.
— Contraction (k < 1) d’un segment stable : |u, — | < k"|ug — £].
- J

Correction de I'exercice 1 - Equation de Cauchy additive

a) x=y=0:f(0)=2f(0), donc fl0) =0.y = —x: 0= fix) + f(—x).
b) Récurrence : f(n+ 1) = fin) + f(1) =an + a. Pour n <0, f(n) = —f(—n) = an.
p

c¢) En additionnant q fois q:

qf(%) =f(q . %) =flp)=ap = f(%) = a%

d) f et x » ax sont continues et coincident sur Q, dense : elles sont égales.
Réciproquement x ~ ax convient.

Réponse. Les solutions continues sont les x - ax.

Correction de I’exercice 2 - Equations exponentielle et logarithmique

a) fix) = f(% + g) = f(g)2 > 0. Si fixo) = 0, alors pour tout x, f(x) = fix — x)f(xo) = O :
exclu.

b) f> 0, et Inf est continue et additive : Inf(x) = ax, soit

flx) = e™
c) h(s +t) = g(e®e') = h(s) + h(t), h continue : h(t) = at, et g(x) = h(Inx) = alnx.
d) Inf vérifie I’équation de c) : Inf = aln, donc f(x) = x%.

Réponse. f(x +y) = f(X)f(y) : e (ou 0) ; g(xy) = g(x) + g(y) : alnx ; fixy) = f)AY) : x°.

Correction de I'exercice 3 - Les relations f(2x) = f(x) et f(x?) = f(x)

a) Par récurrence f(x) = f(%) = .. = f(%) ; 2% — 0 et fest continue en 0 :

2
00 = Jim (%) = 10

b) f(—x) = f(x?) = fix). Pour x > 0, f(y) = fyy) appliqué a y = x plusieurs fois :
fo = f(x17").
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) Pour x > 0, x!/2" = e!™¥/2" 5 1 . fix) = f(1). Par continuité en 0, f(0) = f(1) ; par parité, |
vaut f(1) partout.

d) f(x) =1 six €@, 0sinon : 2x est rationnel si et seulement si x I’est.

Réponse. Continue et vérifiant f(2x) = f(x) ou fix?) = fix) = constante.
Correction de I’exercice 4 - Deux périodes incommensurables

a) Par récurrence, n et n/2 sont des périodes pour n € Z ; une somme de périodes est
une période.

b) Pour x réel, il existe g, € G avec g, — x (densité). Alors f(g,) = f(0 + g,) = f(0) et par
continuité :

fix) = limf(g,,) = f(0)

c) Non:Z+ %Z = %Z n’est pas dense ; x ~ sin (4mx) admet 1 et % pour périodes sans étre

constante.

d) G est stable par x = x+ 1 et x » x + 2 (et par leurs inverses) : x + 1 € G = x € G. Donc

1; admet ces deux périodes, sans étre constante (15(0) =1, IG<%> = 0) : la continuité est
indispensable.

Réponse. Périodes 1 et /2 + continuité = constante ; faux pour 1 et % faux sans

continuité.

Correction de I’'exercice 5 - Racine carrée : continuité uniforme sans
Lipschitz

a)Pourxzy:(JY—JTJ)Z=x+y—2st+y—2y=x—y,car Xy = y.
b) Avec n=¢?:
x-ylse? = |[Wx-fyl=e

+ .
) % - +o quand x - 0" : aucune constante k ne convient.

R

d) |Vx —Jy| = Jle;%l_] < |X;yl pour x,y = 1.

Réponse. /- est uniformément continue sur R, (n = €2), non lipschitzienne preés de 0.
Correction de I'’exercice 6 - Réfuter la continuité uniforme

a)xn—yn=%—>0maisx,21—y,21=2+#22:avece=l,aucunnneconvient.

1 1

=_ 1 =1 .y _ ; i _
b)xn—2nH+H/2,yn 5o P Xn — Y, ~ 0 et [sing- smyn| 1.
C) X, =,[2n11+ % V, =2nm :
__m/2 2 cin 2 =
Xn—=V, = Xn ¥V, -0, sinx; —siny; =1

d) g(x) = xsin % g(0) = 0 est continue sur [0, 1] (|g(x)| = x), donc uniformément continue
(Heine), et a fortiori sa restriction a 10, 1].

Réponse. Deux suites x, —y, — 0 avec |f(x,) — fly, ¥ — 0 réfutent la continuité uniforme.

Correction de I'exercice 7 - Uniformément continue = limite au bord

a) Soit € > 0 et n associé. (x,) converge, donc est de Cauchy : pour p,q = N, |x, — x4 =7,
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d’ou
|f(xp) - f(Xq)l =&
— (f(x;,)) est de Cauchy, donc converge dans R.
b) Six, - 0ety, — 0, la suite x, y,, X1, ¥, ... tend vers 0 : son image converge, et ses
deux sous-suites ont la méme limite.
c) Caractérisation séquentielle : f(x) - [ quand x — 0%;on pose f(0) = 1.
d) sinl n’a pas de limite en 0 ; &+ - + n’a pas de limite finie : aucune des deux n’est
uniformément continue.

Réponse. Uniformément continue sur ]0, 1] = prolongeable par continuité en 0.
Correction de l’exercice 8 - Itérations contractantes

a) Sur [0, 1], cosx € [cos1,1] C [0, 1]. Par les accroissements finis,

|cosx —cosy| = sup|sin|-|[x—y| =sinl-|x —y|, avec sinl = 0,841.

b) |u,+1 — a| = |cosu, — cosal| = k|u, — al, d’ou par récurrence

lu, — a| = k"Jug—a| = k"

0)k"<10%=n= M ~ 80,04 : n = 81 suffit.
—Insin1

d) La garantie de la dichotomie divise I’erreur par 2 a chaque étape ; ici par oglﬁ =~ 1,19
seulement. En pratique la convergence est plus rapide (le vrai facteur est
| sina| = 0,674), mais la borne est pessimiste.

Réponse. |u, —a| < (sin1)"; 81 itérations garantissent 107
Correction de I'exercice 9 - Involutions continues

a) fof=1id : fest injective et surjective. Continue et injective sur un intervalle :
strictement monotone.

b) f croissante et f(x) > x : en appliquant f, f(f(x)) = f(x), soit x = f(x), contradiction. De
méme f(x) < x est impossible. Donc

f(x) = x pour tout x
c) a — (a — x) = x. Il en existe d’autres : il suffit d’'une courbe décroissante symétrique par
rapport a la droite y = x. Par exemple f(x) = —x> pour x = 0 et fix) = §=x pour x < 0 :
pour x = 0, f(f(x)) = {x* = x; pour x < 0, f{fix)) = —(I=%)° = x.

d) x ~ f(x) — x est continue, strictement décroissante, de limites +» et —« : un unique
Zéro.

Réponse. Involution continue : id si croissante ; sinon décroissante, avec un unique point
fixe.

Correction de I'exercice 10 - Equation de Jensen

a) Les constantes se simplifient : g(x ;y) = 9X) “ZL 9W) ot g(0) = 0.

b)y=0: g(%> = 9 +4g(0) _ g0

2 2
c)

gix+y) =29(*5Y) = g0 + gv)
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d) g est continue et additive : g(x) = ax (équation de Cauchy). Donc f(x) = ax + b avec
b = f(0), et ces fonctions conviennent.

Réponse. Les solutions continues sont les fonctions affines.
Correction de I’exercice 11 - Fonctions dilatantes

a) f(x) = f(y) entraine |x — y| = 0. Injective et continue sur R : strictement monotone.
b) Pour x = 0 : f(x) — f(0) = |f(x) — f(0)| = x (croissante). Idem pour x < 0.
c) Les limites en = sont =« : par le TVI, f(R) = R ; bijection.
d) Avec x = fl(u), y =f_1(v) :
7 @ = W) =[x =yl < |f60 = fy)] = Ju =]

Réponse. Continue dilatante = bijection de R sur R, de réciproque 1-lipschitzienne.

Correction de l'exercice 12 - Limites en l'infini et continuité uniforme
a) |[f(x)—1| = % pour x = A ; inégalité triangulaire.

b) f est uniformément continue sur [0,A + 1] : il existe n, associé a «.

c) n=min(n,,1). Si[x —y| =n:oubienx,y € [0,A + 1], ou bien les deux sont = A (I'un
est > A + 1, l'autre a distance = 1). Dans les deux cas

If0) —fy) = ¢

= ﬁ - 0 : limite 0, donc c) s’applique. Le facteur

1
1+x

sinx*

1 écrase les oscillations.
+x

d)

Réponse. Continue avec limite finie en +« = uniformément continue sur [0, +[.
Correction de l’exercice 13 - L’équation 2f(2x) = f(x) + x
a)dcx=cx+x:c=

1
3
b) 2g(2x) = 2f(2x) — % = f(x) + x — 4-5‘ = ¢g(x). Puis, en appliquant a % 1 g(x) = %g(%) et

909 = 30 35)
c) g est continue en 0, donc bornée au voisinage : g(%) - g(0) et le facteur % -0:
g(x) = 0. Donc f(x) = %

par récurrence

d) 2- 21—X = % v fx) = % + % est une solution discontinue en 0.

Réponse. L’'unique solution continue est f(x) = %

Correction de I’exercice 14 - Fonctions lipschitziennes : opérations

a) |[(f+g)x) — (F+ g = (k+K)|x =yl ; [flgx) = fAgw)| = k|g(x) — gy)| = kK'|x — .
X2 —y2

x—y = X+ynon borné).

b) Non : x? n’est pas lipschitzienne sur R (
c)Si|fl=M, |g|l=M:
Ifg() — faW)| = 1fCA[[g(x) = g + [gIIfx) — fy)| = (MK + M'K)|x — |

d) ||x] = V|| = |x—=YV|; |sinx —siny| = |x — y| (accroissements finis) ; pour n € Z,
dist(x, Z) < |x — n| = |x — y| + |y — n|, puis on prend l'inf sur n.
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Réponse. Sommes et composées : lipschitziennes ; produit : oui si les fonctions sont
bornées.

Correction de I'exercice 15 - Point fixe d’une fonction décroissante

a) h(x) =f(x) —x:h(0)=£f0)=0,h(1)=f1)-1=<0, TVI
b) h est strictement décroissante (somme d’une décroissante et de —x) : au plus un zéro.

c) u; = f(0) = 0 = ug et par récurrence (f croissante) (u,) est croissante, majorée par 1 :
u, — £ et f(f) = £ (continuité). Si ¢ est un point fixe, uy = c entraine u, < c par récurrence,
d’ou £ = c : c’est le plus petit.

d) Un point fixe de fen est un de f- f. Réciproquement, si fn’a pas de point fixe, f(x) — x
ne s’annule pas et garde un signe, disons f(x) > x partout ; alors

ffx)) > flx) > x
— et fo fn’a pas de point fixe.

Réponse. Point fixe par le TVI, unique si f décroissante ; f- f et f ont des points fixes
simultanément.
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