Chapitre 18 - Matrices 1

Plaquette 2 - Produit matriciel, matrices remarquables et trace

Matrices — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Produit et structures.

— (AB)ij = Ekaikbkj ; la colonne j de AB est A Cj(B), la ligne i est L;(A) B.

— Matrices élémentaires : E;Ey; = 6 E;.

— Diagonales : DM multiplie la ligne i de M par d; ; MD multiplie la colonne j par d;.

— Triangulaires supérieures : stables par produit, et la diagonale du produit est le
produit des diagonales.

— Transposée : (AB)'=B'AT;S symétrique si S'=S5A antisymétrique si A" = —A.
— Trace : trA = > _ay, linéaire, et
tr(AB) = tr(BA) (mais en général tr(ABC) # tr(ACB))

cosf —sin6

— Rotation : R(0) =
otation : R(6) (sin@ cos 6

>, R(O)R(p) = R(O + ¢).

— Colonne-ligne : pour X, Y e M, ,, Y'X est un scalaire et XY' une matrice n X n.

- J

Correction de l'exercice 1 - Colonne fois ligne, ligne fois colonne

a)Y'X=1-2+6=5 (matrice 1 x 1, identifiée a un scalaire), et

1 -1 2
M=XY'"=(2 -2 4
3 -3 6

b) Par associativité, M* = X(Y'X)Y' = 5XY' = 5M. Par récurrence, M" = 5"~ 'M pour
n=1.

— Contrdle : le coefficient (1,1) de M*vaut 1 x 1 +(=1)x2+2x3=5=5x1 v.

c) Toutes les colonnes de M sont proportionnelles a X (la colonne j vaut yX):rgM = 1.
— trM=1-2+6=5=Y'X, ce qui illustre tr(XY") = tr(Y'X).

Réponse. Y'X=5; M"=5""'M;rgM =1, trM = 5.

Correction de I’exercice 2 - Calcul par blocs

a) Le coefficient (i,j) du produit est Ekaikbkj ; en coupant la somme sur k en deux paquets
correspondant aux blocs de colonnes, on obtient

Ay A\/B; B,\ _ [A1By+A;B3 AB,+A,B,
A; A,J\B; B,) \A3B;+A,B; A3B,+A,B,

— les blocs ne commutant pas, I’ordre des facteurs doit étre respecté.

2o (L BHBY_ (2B 5 n_ (I nB
b) A _<O I >_<O I > et par récurrence A _<O ! >

o) <é f><é I—B> _ <1(T) -5 +B> —I, Al = <1(T) I—B> (ost « A" pour = 1 »).
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10 -1 -2
1_[01T0 -1
DA =lo001 o
000 1
7 n_ I nB . _1_ I —B
Reéponse. A _<OI >,A _<0 I >

Correction de l'exercice 3 - Commutant d’'une matrice diagonale

a) Multiplier a gauche par D multiplie les lignes, a droite les colonnes :

b) DM = MD = (d; — d;)m;; = 0 pour tous i,j. Ici les d; sont distincts : pouri = j, m; = 0.
Les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales.
c) Avec D’ = diag(1,1, 3) : d; = d,, donc m, et my; sont libres, tandis que
mq3 = M3, = My3 = M3, = 0. Le commutant est
ab 0
— cdo , de dimension 5 (au lieu de 3).
0 0e

Lecture : plus les valeurs diagonales se répétent, plus le commutant est gros ; pour AI3,
c’est tout M3(R).

Réponse. (DM),-J- = d;my, (MD)U- = myd; ; commutant de diag(1, 2, 3) : les diagonales ; de
diag(1, 1, 3) : les matrices diagonales par blocs 2 + 1.

Correction de l’exercice 4 - Matrices triangulaires supérieures

a) A triangulaire supérieure signifie a; = 0 pour k < i. Dans (AB); = zkaikbkj, un terme
non nul exige i < k et k =j. Sii>j, aucun k ne convient : (AB); = 0. Sii=j, seul k =i
reste :

(AB);; = aiiby;

b) Par récurrence : les coefficients non nuls de N* sont en position (i,j) avecj =i + k.
C'estvraipourk =1 ; et (Nk”)ij = E,(Nk)i,n,j exigel=zi+ketj=1+1,doncj=i+k+1.
Pour k =n,j =i+ n > n estimpossible : N" = 0.

001
c) C’est b). Pour I'’exemple : N°=({00 0 |etN*>=0;la« diagonale non nulle » recule
00O
d’un cran a chaque puissance.
Réponse. T, stable, diagonale du produit = produit des diagonales ; strictement

triangulaire = N" = 0 ; exemple : N° = E;3, N° = 0.
Correction de l'’exercice 5 - Matrices de permutation

a) Les colonnes de C sont les images : Ce; = e,, Ce, = e3, Cez = e,. C permute
circulairement les vecteurs de base.

2 . 2
b) C” envoie e; » e3, e, ~ e, ez ey : C° =

_ O O

10
0 1), etC®=1I; (trois décalages
00

ramenent chaque vecteur a sa place).
— CxC*=1I;3,donc C” ' =C*2026=3x675+1:C* =,
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Chapitre 18 - Matrices

c) C' = C? (on lit la transposée), donc c'lc=cCc’=1I 3 : une matrice de permutation a pour
inverse sa transposée,

cl=cT

d) La ligne i de CM est L;(C)M : CM a pour lignes L3(M), L,(M), L,(M). La colonne j de
MC est MCej : MC a pour colonnes C,(M), C3(M), C1(M).

Réponse. Ce; = e,, Ce, =e3, Cez=e; ; C’ = I3, cl=c*=c", c* =,
Correction de l'exercice 6 - Matrices de rotation

a) Le produit donne, par les formules d’addition :

R(O)R(p) = (

cosBcosp —sinfsing —(sinfcos @ + cos b sin @)
. . o =R(0 + ¢)
sinfcos @ + cosfOsing cosOcos@ —sinfsing
— et R(0 + @) = R(p + 0) : elles commutent.
b) Par récurrence, R(6)" = R(n6) ; R(O)R(—6) = R(0) = I,, donc R(0) ' = R(-6) = R(9)".

o) R(Z)" =R(2M) =], 21 €277 = 5|n:n=>5.

n
_R(%T) =12=.2%62H2=»3|n:n=3(1'angle4%=2?n)-

— 2

d) Oui : R(%) = <(1) 0 1> vérifie R(%) = R(mm) = —I,. Dans M,(R), « —1 a une racine

carrée » — c’est la matrice de la multiplication par i.

Réponse. R(O)R(¢p) =R(O + ¢) ; RO)" =R(nH), RO) ' =RO) ;n=5etn=3;

M = R(1z/2).

Correction de I’exercice 7 - Propriétés de la trace

a) On applique tr(XY) = tr(YX) avec X =A, Y =BC, puisavec X =AB,Y=C":
tr(A(BQC)) = tr((BC)A), tr((AB)C) = tr(C(AB))

— la trace est invariante par permutation circulaire.

21 31 3 2 23
b)AB—<4 3> etABC—<7 3> : trace 6.AC—<7 4> etACB—<4 7>.trace 9. Donc

tr(ABC) # tr(ACB) en général : seules les permutations circulaires sont permises.

c) (ATA)l-]- =>. (AT)ﬁaij = >.af; en sommant surj : tr(ATA) = Eija,-zj. SiA'A = 0, cette
somme de carrés réels est nulle : tous les a; sont nuls.

d) tr(P~'(AP)) = tr((AP)P™") = trA.
Réponse. Invariance circulaire ; tr(ABC) = 6 = 9 = tr(ACB) ; tr(A'A) = >ak;
tr(P~'AP) = trA.
Correction de I’exercice 8 - Matrices symétriques et antisymétriques
a) (ATA) =ATA")" = A"A, et de méme pour AA".
b) La transposée d’un produit renverse 1’ordre :

(SS,)T _ S,TST - SS
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— donc SS’ est symétrique = SS" = S'S. Contre-exemple : S = <(1) 8> S = <(1) (1)>

donnent SS’ = <8 (1)> non symétrique.

, s \ , T
c) a; = —a;; donne a;; = 0. Le réel x'Ax est égal & sa transposée : x'Ax = x'A'x = —x"Ax,
donc il est nul.

d) Pour S,, : les coefficients sur et au-dessus de la diagonale, soit "(n2+ D pour A, : ceux
_ , T _ AT
strictement au-dessus, soit M Total n?, cohérent avec A = A 'EA + 4 2A .

Réponse. ATA symétrique ; SS’ symétrique = SS’ = S'S ; diagonale nulle et x'Ax = 0 ;

n(”2+ D ot ”(nz_ D) coefficients.

Correction de l’exercice 9 - Résoudre X2 =0et X2 =12

a) Relation de Cayley-Hamilton en taille 2, vérifiée par le calcul :
e (a2 +bc bla+d)

) ) = (a +d)X — (ad — bo)l,
cla+d) d°+ bc

— (coefficient (1,1) : (@ +d)a — ad + bc = a® + bc v).
b) SiX’=0etX=0:alors (a+d)X = (ad — bc)l,. Sia+d # 0, X serait scalaire, X = Al,
avec A% = 0, absurde. Donca+d=0etad —bc=0:

— X = (g lia> avec a’+bc=0 (réciproquement ces matrices vérifient X*=0 par a)).

2 4
Exemple : <_1 _2>.

c) SiX # xI,:dea), (a+d)X = (ad — bc + 1)I, ; X non scalaire impose a +d = 0 et
ad — bc = —1, soit a® + bc = 1.

b 9 _ 01 10
)aveca + bc = 1, par exemple <1 O> ou <0 _1>(des

— Solutions : =1, et les (a

symétries).

ab

Réponse. X2 = tr(X)X — (ad — be)I, ; X’=0oX= (c 4

),a2+bc=0;X2=Iz=>X=iIz

ou trace nulle et a%? + bc = 1.
Correction de I'exercice 10 - La matrice dont tous les coefficients valent 1

a) (]z)ij =>,1x1=n:J*=nJ. Par récurrence, JX = n*~1J (k = 1).

b) Par distributivité et a) :
(aIl + bJ)(cI +d]) = acl + (ad + bc + nbd)]

— le résultat est de la méme forme, et I’expression est symétrique en (a, b) et (c,d) : ces
matrices commutent.

c) I et ] commutent, donc
k k k\ k k\ - 1+n)f-1
i) =Ej=o(j)f’=1+<21=1<j)nj 1>J=I+%J-
— Contrdlek=1:I+2]=1+Jv ;k=2:1+(n+2), et ((+N*=I1+2]+nJ .

k
Réponse. J* = n* 1] ; (aI + b))(cI +dJ) = acl + (ad + bc + nbd)] ; { + ¥ =1+ B+ =17
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Chapitre 18 - Matrices 5

Correction de l'exercice 11 - Matrices stochastiques

a) La ligne i de AU vaut Eja,-j X 1 : c’est la somme de la ligne i. Donc « toutes les lignes
sommental » = AU = U.

b) Les coefficients de AB sont des sommes de produits de réels positifs : positifs. Et
(AB)YU=ABU)=AU=U

. , k .
— donc AB est stochastique ; par récurrence, A" aussi.

0,8 0,2 ot
0,4 0,6

_A%Z= <0,64 + 0,08 0,16 + 0,12> _ <0,72 0,28

c) En ordonnant (bonne, mauvaise) : A = <

0,32+ 0,24 0,08 +0,36 0,56 0,44

— (AZ)11 = 0,72 est la probabilité d’étre de bonne humeur dans deux jours sachant qu’on
I’est aujourd’hui : on somme sur I’humeur du lendemain (0,8 x 0,8 + 0,2 x 0,4).

> ; lignes de somme 1 v.

Réponse. Stochastique = AU = U (et coefficients positifs) ; stable par produit ;

A2 0,72 0,28
~\0,56 0,44/

Correction de I'exercice 12 - Matrices idempotentes
a) I et P commutent : [ —P)*>=I—-2P+P*=]1—-P,etP(-P)=P—-P*=0.

2 (1 a\/1 a\ _[1 a\ _ N , :
b) P _<O 0><0 O>_<O 0>—Ppourt0uta(pr05ect10n sur l’axe des abscisses

parallelement a une direction qui dépend de a).

c) Avec la relation de Cayley-Hamilton en taille 2 et Pi=p.
P = tr(P)P — det (P)I, = (tr(P) — 1)P = det (P)I,
— SitrP # 1, P serait scalaire, P = AI, avec A% = A, donc P =0 ou I, : exclu. Donc trP = 1
(et alors detP = 0).
d) Si P? = P et P inversible, on multiplie par pl.p= I,.
Réponse. I — P idempotente, PU—P)=0; b)touta;c)trP=1;d)P=1,.

Correction de I'exercice 13 - Commutateurs

a) Par linéarité de la trace et tr(AB) = tr(BA) :
tr[A, B] = tr(AB) — tr(BA) = 0
— et [B,A] = BA —AB = —|[A, B].
b) Avec EijEkl = 6jkEil :
— [E12,Ex1]1 =Eq1 —Epp; [E11,E12l = E12—0=Eq3; [Ey, E11] = Ep; — 0 = Eyy.

c) Une matrice de trace nulle s’écrit <a > =a(E,y — E,y) + bE{; + cE,;, et par

bilinéarité de [-, -] :
— =[aE1, E»1]1 + [bEq1, E13] + [CE;1, Eq1] : somme de trois commutateurs.

d) En développant, [A, [B,C]] = ABC — ACB — BCA + CBA ; les deux autres termes
s’obtiennent par permutation circulaire A - B — C — A. Les douze termes se regroupent
par paires opposées (ABC apparait avec + dans le premier et — dans le troisieme, etc.) :
la somme est nulle.
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Chapitre 18 - Matrices 6

Réponse. tr[A,B] = 0 ; [E13, Ey1] = E11 — Eqgy, [E11, E12] = Eqy, [E91, E11] = Ey; ; trace nulle
= somme de commutateurs.

Correction de l'exercice 14 - Le produit n’est pas commutatif :
conséquences

10
00

b)A=FE;,:A*=0.Avec B=0etC = E;y, onaAB =0 = AC mais B # C : on ne simplifie
que par une matrice inversible.

a)A=E11 =< >,B=E21 IAB=E11E21 =OetBA=E21E11 =E21 # 0.

c) En développant sans permuter les facteurs :
(A+B)*’=A*+AB+BA+B?> (A-B)(A+B)=A?+AB—-BA - B?

— chaque identité remarquable équivaut a AB + BA = 2AB, resp. AB—BA = 0,
c’est-a-dire a AB = BA.

d) Par récurrence, AB* = B*A ; puis A’B® = A(AB®) = A(B%A) = (AB%)A = B%A%.
Réponse. E{,E,; =0 # E5Eq; ; E%, = 0; les identités remarquables équivalent a
AB = BA ; A’B® = B’A%.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : les matrices circulantes

00D 0cO
ay)bC=(b 0 0 etcC*’=(0 0 c , donc
0boO c 00
acb
M(a,b,c)=| b a c
c b a

— chaque ligne est la précédente décalée d’un cran vers la droite.

b) M(a,b,c) = P(C) avec P =a + bX + cX?. Le produit P(C)Q(C) = (PQ)(C) ; et comme
c3 = I, ct = C, on peut remplacer PQ par son reste modulo X3 — 1,de degré =2 :le
produit est encore de la forme M(-). Deux polynomes en C commutent.

c)I+C)I-C+CH=I+C>=2I3,donc(I+C) ' = lu-c+cH=1ima,-1,1).

d(I-C)I+C+CH=I-C>=0,avecI+C+C*=]=0.Sil-C était inversible, on
aurait J = 0 en multipliant par I'inverse : absurde. I — C est un diviseur de zéro.

11 2
e) (1 +X)% =1+ 2X + X? (déja de degré 2), donc M(1,1,0)*=M(1,2,1)=(2 1 1
1 21
1 01
Directement, la ligne 1 de M(1,1,0)=( 1 1 0 | au carré vaut
011
1+0+0,0+0+1,1+0+1)=(1,1,2) v.
acb
Réponse. M(a,b,c) =| b a c¢ |; produit < polynomes modulo xX*-1;
c b a

I+C) '=11-C+C?%;I-Cnoninversible; M(1,1,0)* = M(1,2,1).

1
2
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