Chapitre 18 - Matrices 1

Plaquette 5 - Rang, opérations élémentaires et systemes linéaires
Matrices — Prépa MPSI / MP2Il (17 année)

Corrections détaillées

Boite a outils

Rang et opérations élémentaires.

— Opérations sur les lignes : L; < Lj, Li<AL; (A #0),L; —L;+AL; (i #j). Chacune
revient a multiplier a gauche par une matrice inversible ; sur les colonnes, a
droite.

— Transvection : L; — L; + AL; correspond a I + AEj;, d’inverse I — AE};.

ijs

— rgA = nombre de pivots d’une forme échelonnée = nombre maximal de colonnes
(ou de lignes) linéairement indépendantes ; rgA" = rgA.

— 1rg(AB) = min (rgA, rgB) ; multiplier par une matrice inversible ne change pas le
rang.

—TrgA=1=A= XY' avec X, Y colonnes non nulles.

Systéemes AX =B (A € M, ;) :

{X,AX=B}=0 ou Xp+1{X AX=0}
— la seconde situation comporte p — rgA inconnues libres ; si A est carrée inversible,

la solution est unique : X = AT'B.
o J

Correction de l'exercice 1 - Rang d’une matrice rectangulaire

a)L2<—L2—2L1:(0,0,1,1);L3<—L3—L1:(0,0,1,1);L3<—L3—L2:]ignenulle.
1210
A~ 001 1) rgA = 2
00O00O
b) Lignes : L3 — L, = L, — 2L, soit L3 = L, — L (vérification :
(2,4,3,1)—-(1,2,1,0)=(1,2,2,1) v). Colonnes : C, =2C4, et C4, =C3—C; (
(1,3,2)-(1,2,1)=(0,1,1) v).

c) 4 — 2 = 2 inconnues libres (x, et x4). Le systéme échelonné donne x3 = —x4 et
X1 = —2)(2 — X3 = —2X2 +X4 :

— X =x5(=2,1,0,0)" +x4(1,0,-1,1)", x5, x4 € R.
Réponse. I'gA =2; L3 =L,—L4, C2 = 201, C4 = C3 - Cl ; solutions
X5(=2,1,0,0) + x4(1,0, =1, 1).

Correction de I'exercice 2 - Opérations élémentaires et produits matriciels

a) La ligne i de XM est L;{(X)M :

— TM : la ligne 2 devient L, + AL (car L,(T) = (2, 1, 0)), les autres sont inchangées ;
— DM : la ligne 2 est multipliée par p ;

— PM : les lignes 1 et 3 sont échangées.

b) La colonne j de MT est M C{(T) : C1(T) = (1,4, O)T, donc la colonne 1 devient C; + AC, ;
les autres sont inchangées.

c) On annule chaque opération par 1'opération inverse :
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T '=I1;-1E,, D '=diag(l,u"%1), P'=pP

— (par exemple (I + AE»)(I — AEy) = I—AzEgl =1 car E%l = 0).

d) Echelonner, c’est effectuer une suite d’opérations Oy, ..., O : la matrice obtenue est
Gy *G,A, avec G = Gy -G, produit d’inversibles, donc inversible.

Réponse. TM:L2<—L2+AL1 ; DM:Lz‘—].ILz,'PM:Ll HL3;MT: Cl (_Cl +)1C2,'
inverses I — AE,;, diag(1, % 1), P.
Correction de l'exercice 3 - Rang d’un produit
a) La colonne j de AB vaut A Cy(B) = Ekbijk(A) : ¢’est une combinaison des colonnes de
A. L’espace engendré par les colonnes de AB est inclus dans celui de A, d’ou l'inégalité.
b) Avec rgMT =rgM et a) :

rg(AB) = rg(BTAT) =< rgBT = rgB
c)A=Eq, B=E, :tgA =rgB =1 mais AB = E1E,; =0, de rang 0.

d) rg(PA) < rgA par b), et rgA = rg(P_l(PA)) = rg(PA) : égalité. C’est pourquoi
I’échelonnement, qui multiplie a gauche par des inversibles, conserve le rang.

Réponse. rg(AB) < min (rgA, rgB) ; E{1E,; = 0 ; rg(PA) = rgA si P inversible.
Correction de l'exercice 4 - Rang de ASA

a) Si AX = 0, alors ATAX = 0. Réciproquement, si ATAX=0:
0=XATAX = (AX)'(AX) = D y? (Y =AX)
i

— une somme de carrés réels nulle impose Y = 0.

b) Méme noyau ; comme A et A'A ont le méme nombre p de colonnes, le théoréme du
rang donne rgA = rg(ATA).

3 6
6 14

rgA = 2. (C’est la matrice des moindres carrés pour ajuster une droite aux points
d’abscisses 1, 2, 3.)

d) Non : ATA = 1 +i° = 0 alors que rgA = 1. L’argument utilisait > y? = 0 = Y = 0, faux
dans C.

c) ATA = < > de « ad — bc » égal a 42 — 36 = 6 # 0 : inversible, cohérent avec

Réponse. Méme noyau donc méme rang ; A'A = <3

6 1 4> inversible ; faux sur C (

1+i*=0).
Correction de l’exercice 5 - Matrices de rang 1

a) La colonne j de XY est ij : toutes les colonnes sont proportionnelles a X, et I'une au
moins est non nulle (yj # 0). Le rang vaut 1.

b) SirgA = 1, I'espace des colonnes est une droite, engendrée par une colonne X = O :
CiA) = ij pour des scalaires ;- Alors

A=WX = yX) =XY'

1
c) Les colonnes sont multiples de X = < 2>, avec les coefficients 2, -1, 3 :
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1
A= <_2>(2 -1 3).

d) A =X(Y'X)Y' = (Y'X)A et Y'X = 3, xy, = tr(XY"). Pour <2

-4 2
8 -4 2 -1
Vau1:<_16 3 >—4<_4 ? >/.

Réponse.rgA =1 =A=XY';A=(1,-2)"(2,—1,3) ; A% = tr(A)A.

> (trace 4) : son carré

Correction de l'exercice 6 - Rang d’une matrice de Vandermonde

a)L,—L;=(0,b—aq, bz—az) =(b-a)0,1,b+a)etL;—L; =(c—a)0,1,c+a).
b) Discussion.

— a, b, c distincts : on divise L, et Ly par b —a et ¢ — a, puis L3 < L; — L, donne
(0,0,c —b) # 0 : trois pivots, rgV = 3.

— Exactement deux valeurs distinctes : deux lignes de V sont égales, les deux autres sont
distinctes et non proportionnelles (premier coefficient 1) : rgV = 2.

— a = b = c : trois lignes égales, rgV = 1.
rgV = card{a, b, c}
Co
c) V| ¢, | estla colonne des valeurs de cg + ¢, X + 02X2 ena,b, c. Pour a, b, c distincts, V
C2
est inversible : il existe un unique polynome de degré < 2 prenant des valeurs données en
ces trois points (interpolation de Lagrange).

Réponse. rgV = nombre de valeurs distinctes parmi a, b, ¢ ; V inversible = a, b, ¢
distincts.

Correction de I’exercice 7 - Résoudre un systeme par le pivot de Gauss

a) Matrice augmentée (A | B) et échelonnement :

— Ly«~Ly,—2L;:(0,1,1|1); L3« L3—L;:(0,1,2|3); L3« L3—L5:(0,0,1]2).
1214
0111 (dernieére colonne : second membre)
0012

— Remontée: z2=2,y=1—-2=-1,x=4-2y—2=4+2-2=4.

D)AT'B=(24-27+7,-12+18-7,4-9+7)=(4,-1,2) v.

— Vérification dans le systeme : 4 —2+2=4,8-54+6=9,4-3+6=7 .

Réponse. (x,y,2) = (4, -1, 2).

Correction de l'’exercice 8 - Systeme a parametre

On retranche la premiere équation aux deux autres :
(@a-Dy=a-1, (@a-Dz=a’>-1
— Casa#1:ondivisepara—1:y=1,z2=a+1,puisx=1-y—2=—-a-1. Rang 3,
solution unique (—a—1,1,a+ 1).

— Vérification : deuxieme équation, —a—1+a+a+ 1 =a v ; troisieme,
—a—-1+1+a(a+1)=d?*v.
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— Cas a =1 : les trois équations sont identiques, x + y+ z = 1. Rang 1, deux parametres
libres :

x,y,2)=(1-s-t s t), steR
— géométriquement, un plan de 1’espace.

Réponse.a#=1:(—a—1,1,a+1), rang3;a=1:planx+y+2z=1, rang 1.
Correction de I'exercice 9 - Structure de I'ensemble des solutions

a)l+1+1=3etl1-1=0v.

b)x+y+2=0,x=y:2z=-2x. Solutions t(1, 1, —2), t € R : une droite vectorielle (rang 2,
trois inconnues, un parametre).

c) Par d), les solutions sont

xy2)=(01,1,1)+t(1,1,-2), teR
— c’est une droite affine : 'intersection des deux plans x+y+2z=3 et x = y.
d) Par linéarité, A(X — X,) =AX -AXy=AX-B:AX=B=AX-X,) =0.

Réponse. (1,1,1) +t(1, 1, —2), droite affine ; solutions = solution particuliere + noyau.
Correction de l'exercice 10 - Rang de J — nl

a) Toutes les colonnes sont égalesa U = 0 : rgJ = 1.

b) JU = nU (chaque ligne de J somme a n), donc (J — nl)U =0 avec U # 0 : J — nl, n’est pas
inversible, son rang est = n — 1.

21 1
) J—=3I3=(1 -21 | LyoL, puisly—L,+2L;:(0,-3,3);Ls—Ls—L;:(0,3,-3)
1 1 =2
;LyeLs+L,:0.
1 -2 1
J=3I;~[0 -33), rg=2
00 O

d) JX = (Exi) U.Si D x;=0etX =0 (possible pourn=2),JX=0=0-X:2 = 0 convient.
Si > x; # 0, JX = AX impose X proportionnel a U et A = n. Donc J — AI,, est non inversible
exactement pour A € {0, n}.

Réponse.rg/=1; J—nl)U=0; rg(J — 3I3) = 2 ; J— Al, non inversible = A € {0, n}.
Correction de I'exercice 11 - Réduction a la forme J-
a)C,=2C; #0:1rgA =1.

b) L, <« L, — 2L, donne <(1) (2)> soit G1A avec G, = <1 0> ; puis Cy < C, — 2C; donne J,,

-2 1
>. Ainsi GlAGz :J1 et

01

1o 4 /1 0\./1 2

A=611]1621=<2 1>’1<0 1>
o (L OY(L Oy (10N L 10N 212\
<2 1><o 0>_<2 o>' pul <2 o><o 1>_<2 4>_ '

d) Toute A € M, , de rang r s’écrit A = PJ Q avec P, Q inversibles, ] ayant r coefficients 1
en téte de diagonale et des 0 ailleurs : deux matrices de méme taille sont équivalentes si

soit un produit a droite par G, = <
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et seulement si elles ont le méme rang.

Réponse.rgA =1 ;A = <; (1)%<(1) i> ; A= PJ Q en général.

Correction de l'exercice 12 - Rangs des puissances d’une matrice nilpotente

a) N a des 1 juste au-dessus de la diagonale. Avec E;Ey; = 6,E; :

N*=E;3+E,, N°=Ey N'=0

b) rgN = 3, 1"gN2 = 2, rgN o1, rgN4 = 0 : le rang diminue d’exactement 1 a chaque
puissance (colonnes non nulles distinctes de la base canonique).
C) .2\42 = E12E12 +E12E34 + E34E12 +E34E34 = 0. rgM = 2, rgM2 = 0.

— N et M sont toutes deux nilpotentes, mais d’indices différents (4 et 2) : la suite des
rangs des puissances distingue ces deux types de nilpotence, que le seul rang de la
matrice ne voit pas toujours.

Réponse. N> = E{3+ E,y, N°=E,, N* =0 ; rangs 3,2,1,0 ; M* = 0, rangs 2, 0.
Correction de I'’exercice 13 - Inversibilité et systemes

On montre (i) = (ii) = (iii) = (@(v) = (@).

— ()=(00):X= A”'B convient, et c’est la seule AX=B=X = A_lB).

— (ii) = (iii) : cas particulier B = 0.

— (iii) = (iv) : si rgA < n, le systéme échelonné AX = 0 a une inconnue libre, donc une
solution non nulle.

— (iv) = (i) : avec n pivots, Gauss-Jordan transforme (A | I,,) en (I, |A_1).
Application : L, — L, = (3,3,3) = Ly — L, donc L; — 2L, + L3 = 0. Echelonnée :

12 3
A~ 0 -3 -6
00 O

— rgA = 2 < 3 : A n’est pas inversible, et X = (1,—2,1)T vérifieAX=0(1-4+3=0,
4-10+46=0,7-164+9=0 v).

Réponse. (i) = (ii) e (iii) = (iv) ; la matrice 3 X 3 des entiers 1 a 9 est de rang 2,
X =(1,-2,1) dans son noyau.

Correction de I’exercice 14 - Equilibrer une réaction chimique

a) Azote : a = ¢ ; hydrogene : 3a = 2d ; oxygéne : 2b = ¢ + d. Soit

10-10
M={300 -=-2), MX=0
02 -1 -1

b)L,<L,—3L;:(0,0,3,-2); on échange L, et L3 : pivots en colonnes 1,2, 3. rgM = 3, et
4 — 3 = 1 parametre libre : les solutions forment une droite.

c) En prenant d comme parametre : ¢ = % a=c-= % b= C‘gd = % Le plus petit d

rendant tout entierestd = 6 :

—a=4,b=5,¢c=4,d=6:4NH3+50,—-4NO + 6 H,O.
— Controle: N:4=4:H:12=12;0:10=4+6 v.
Réponse. rgM = 3, une droite de solutions ; 4 NH; + 50, - 4NO + 6 H,O.
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Correction de l'exercice 15 - Synthese : trafic autour d’un rond-point

a) EnA:500+x4 =x1. En B : x; = x5+ 300. EnC : x; + 200 = x3. En D : x3 = x4 + 400.
Soit

X1 — X4 = 500
X1 — X = 300
—X5 + x3 = 200
X3 — Xy = 400

b) Echelonnement : Ly~L,—L;donne (0,-1,0,1|—-200); L3 < L3z— L, donne
(0,0,1,-1]400); Ly« Ly—L3donne (0,0,0,0|0). Rang 3 : la quatrieme équation est
conséquence des autres, car la somme des quatre bilans exprime que tout ce qui entre
dans le rond-point en ressort (500 + 200 = 300 + 400).

c)Avec x4 =t : x3=t+400, x, =x3—200 =1t + 200, x; =t + 500.

d) Tous les débits sont = 0 dés que t = 0 : le débit minimal sur DA est O ; les autres sont
alors 500, 200, 400 véhicules par heure.

e) Les entrées (700) ne seraient plus égales aux sorties (750) : la derniere ligne
échelonnée deviendrait 0 = 50, le systéeme serait incompatible. Aucun régime
permanent n’est possible.

Réponse. Rang 3 (une équation redondante) ; (x, X5, X3, x4) = (t + 500, t + 200, t + 400, t),
t = 0 ; minimum x, = 0 ; incompatible si les sorties dépassent les entrées.
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