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Plaquette 3 – Équations algébriques et racines n-ièmes
Nombres complexes — Prépa MPSI / MP2I (1ʳᵉ année)

Corrections détaillées

Boîte à outils

Racines n-ièmes de l’unité : ωk, k = 0, …,n− 1, avec ω = e2iπ / n :

Xn − 1 = ∏
n− 1

k = 0
X−ωk , ∑

n− 1

k = 0
ωkp = n si n | p

0 sinon

— Racines n-ièmes de a = reiα : r1 / neiα / nωk.
— Second degré az2 + bz+ c = 0 (a,b, c ∈ ℂ) : z = −b± δ

2a avec δ2 = b2 − 4ac.

— Relations coefficients-racines : z1 + z2 = −b
a , z1z2 = c

a .
— |1 − eiθ| = 2 sin θ

2 .

Correction de l’exercice 1 – Racines sixièmes de l’unité

a) z = eikπ / 3, k = 0, …, 5 : 1, 1
2 ± i 3

2 , −1
2 ± i 3

2 , −1.

b) (X− eiθ)(X− e−iθ) = X2 − 2 cosθX+ 1. Avec θ = π
3 et 2π

3  :

X6 − 1 = (X− 1)(X+ 1)(X2 − X+ 1)(X2 + X+ 1)

c) X3 − 1 = (X− 1)(X2 + X+ 1) et X3 + 1 = (X+ 1)(X2 − X+ 1) ✓. Les deux trinômes ont un
discriminant −3 < 0 : irréductibles sur ℝ.

Réponse. X6 − 1 = (X− 1)(X+ 1)(X2 − X+ 1)(X2 + X+ 1).

Correction de l’exercice 2 – Racines cubiques d’un imaginaire pur

On écrit le second membre sous forme exponentielle : 8i = 8 eiπ / 2. Les solutions sont

zk = 2 ei π
6 + 2kπ

3 , k = 0, 1, 2

— z0 = 2eiπ / 6 = 3 + i ; z1 = 2e5iπ / 6 = − 3 + i ; z2 = 2e3iπ / 2 = −2i.
— Contrôle : (−2i)3 = −8i3 = 8i ✓. Les trois points forment un triangle équilatéral inscrit

dans le cercle de rayon 2, et leur somme est nulle.
Réponse. 3 + i, − 3 + i, −2i.

Correction de l’exercice 3 – Sommes de puissances des racines de l’unité

a) Si n | p, ωp = 1 et la somme vaut n. Sinon ωp ≠ 1 et, par la somme géométrique :

∑
n− 1

k = 0
(ωp)k = 1 −ωpn

1 −ωp = 0

b) ∏ωk = ω0 + 1 + … + (n− 1) = ωn(n− 1) / 2 = eiπ(n− 1) = (−1)n− 1.

c) ∑2
m = 0 (1 + jm)n = ∑k

n
k

∑2
m = 0 j

mk = 3∑3 | k
n
k

par a). Or 1 + j = eiπ / 3 et

1 + j2 = e−iπ / 3, d’où 2n + 2 cos nπ
3 . Pour n = 6 : 6

0
+ 6

3
+ 6

6
= 22 = 64 + 2

3 ✓.
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Réponse. a) n ou 0 · b) (−1)n− 1 · c) 2n + 2 cos (nπ / 3)
3 .

Correction de l’exercice 4 – L’équation (z + 1)ⁿ = (z − 1)ⁿ

a) En z = 1 : 2n ≠ 0. Pour z ≠ 1, on divise par (z− 1)n.

b) z+ 1
z− 1 = ωk avec k ∈ {1, …,n− 1} (k = 0 donnerait z+ 1 = z− 1, impossible). On isole z

puis on factorise par l’angle moitié :

z = ωk + 1
ωk − 1

=
2 cos kπ

n eikπ / n

2i sin kπ
n eikπ / n

= −icotan kπ
n

c) n = 5 : cotan 36° ≈ 1,376 et cotan 72° ≈ 0,325, d’où ±1,376 i et ±0,325 i.
Géométriquement, |z+ 1| = |z− 1| : z est équidistant de −1 et 1, donc sur la médiatrice,
l’axe imaginaire. (L’équation est de degré n− 1 : il y a bien n− 1 solutions.)

Réponse. zk = −icotan kπ
n , k = 1, …,n− 1.

Correction de l’exercice 5 – Le cosinus de 2π/5

a) ω4 = ω, donc u = ω+ω = 2 Reω = 2 cos 2π
5  ; de même v.

b) u+ v = ω+ω2 +ω3 +ω4 = −1. uv = ω3 +ω4 +ω6 +ω7 = ω3 +ω4 +ω+ω2 = −1. Donc
u et v sont racines de

X2 + X− 1 = 0

c) u > 0 (cosinus d’un angle aigu) : u = −1 + 5
2 , d’où cos 2π

5 = 5 − 1
4 ≈ 0,309. Côté :

|1 −ω| = 2 sin π
5 = 2 − 2 cos 2π

5 = 5 − 5
2 ≈ 1,176.

Réponse. cos 2π
5 = 5 − 1

4  ; côté 5 − 5
2 ≈ 1,176.

Correction de l’exercice 6 – Un produit de sinus

a) Xn − 1 = (X− 1)∏n− 1
k = 1 (X−ωk) et aussi Xn − 1 = (X− 1)(1 + X+ … + Xn− 1) ; on simplifie

par X− 1 (intégrité de ℂ[X]).

b) En X = 1 : ∏n− 1
k = 1 (1 −ωk) = n, puis on prend le module.

c) |1 −ωk| = 2 sin kπ
n (angle moitié, avec kπ

n ∈ ]0,π[), donc

2n− 1 ∏
n− 1

k = 1
sin kπ

n = n

— n = 3 : sin 60° sin 120° = 3
4 = 3

4 ✓. n = 4 : 2
2 · 1 · 2

2 = 1
2 = 4

8 ✓.

Réponse. ∏n− 1
k = 1 sin kπ

n = n
2n− 1 .

Correction de l’exercice 7 – Second degré à coefficients complexes

a) Δ = (3 + 2i)2 − 4(5 + 5i) = 5 + 12i − 20 − 20i = −15 − 8i. On cherche δ = x+ iy :
x2 − y2 = −15, 2xy = −8, x2 + y2 = |Δ| = 17

— x2 = 1, y2 = 16, xy < 0 : δ = 1 − 4i (ou son opposé). Contrôle :
(1 − 4i)2 = 1 − 8i − 16 = −15 − 8i ✓.
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b) z = 3 + 2i ± (1 − 4i)
2  : z1 = 2 − i et z2 = 1 + 3i. Somme 3 + 2i ✓ ; produit

(2 − i)(1 + 3i) = 2 + 6i − i + 3 = 5 + 5i ✓.
Réponse. z ∈ {2 − i, 1 + 3i}.

Correction de l’exercice 8 – Identité de Sophie Germain

a) −4 = 4eiπ : z = 2 ei(π / 4 + kπ / 2), soit ±1 ± i.

b) (X− (1 + i))(X− (1 − i)) = X2 − 2X+ 2 et de même avec −1 ± i : X2 + 2X+ 2.
c) Différence de deux carrés :

X4 + 4 = (X2 + 2)2 − (2X)2 = (X2 + 2 − 2X)(X2 + 2 + 2X)

— Pour n ≥ 2 : n2 − 2n+ 2 = (n− 1)2 + 1 ≥ 2 et n2 + 2n+ 2 ≥ 10 : produit de deux
facteurs > 1, donc composé. Pour n = 1 : 5, premier.

Réponse. z = ±1 ± i ; X4 + 4 = (X2 + 2X+ 2)(X2 − 2X+ 2).

Correction de l’exercice 9 – Puissance égale au conjugué

a) Modules : |z|n = |z|, donc |z|(|z|n− 1 − 1) = 0. Si n = 1, l’équation z = z décrit les réels
(cas à part) ; pour n ≥ 2, z ≠ 0 impose |z| = 1.

b) Si |z| = 1, z = 1
z et l’équation devient

zn+ 1 = 1

— Réciproquement, une racine (n+ 1)-ième de l’unité est de module 1 et vérifie
zn = z−1 = z ✓.

c) Pour n ≥ 2 : n+ 2 solutions (0 et les n+ 1 racines). Pour n = 4 : 0 et les sommets du
pentagone régulier.
Réponse. Pour n ≥ 2 : 0 et les racines (n+ 1)-ièmes de l’unité (n+ 2 solutions).

Correction de l’exercice 10 – Équation bicarrée complexe

a) Z2 − (1 + i)Z+ i = 0 : Z = 1 convient (1 − 1 − i + i = 0), et le produit des racines vaut i,
donc l’autre est Z = i :

Z2 − (1 + i)Z+ i = (Z− 1)(Z− i)

b) z2 = 1 donne z = ±1 ; z2 = i = eiπ / 2 donne z = ±eiπ / 4 = ± 2
2 (1 + i). Quatre solutions de

module 1.
Réponse. z ∈ 1, −1, eiπ / 4, −eiπ / 4 .

Correction de l’exercice 11 – Racines cubiques de 1 + i

a) 1 + i = 2 eiπ / 4, donc les racines cubiques sont

zk = 21 / 6 ei π
12 + 2kπ

3 , k = 0, 1, 2

— soit des arguments π
12 , 3π

4 , 17π
12 .

b) 21 / 6 ≈ 1,1225.

c) zk = z0 e2ikπ / 3 = z0 j
k : multiplier par j = e2iπ / 3 est la rotation d’angle 2π

3 . Les trois
points forment un triangle équilatéral centré en O.

Réponse. zk = 21 / 6ei(π / 12 + 2kπ / 3), module ≈ 1,1225.
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Correction de l’exercice 12 – Factorisation réelle de X⁵ − 1

a) X5 − 1 = ∏4
k = 0 (X−ωk), ω = e2iπ / 5.

b) ω4 = ω et ω3 = ω2 :

X5 − 1 = (X− 1) X2 − 2 cos 2π
5 X+ 1 X2 − 2 cos 4π

5 X+ 1

c) X2 − 5 − 1
2 X+ 1 et X2 + 5 + 1

2 X+ 1. Produit : coefficient de X3 : 5 + 1 − 5 + 1
2 = 1 ; de

X2 : 2 − ( 5 − 1)( 5 + 1)
4 = 2 − 1 = 1 ; de X : 1 ; d’où X4 + X3 + X2 + X+ 1 ✓, et

(X− 1)(X4 + … + 1) = X5 − 1.

Réponse. X5 − 1 = (X− 1) X2 − 5 − 1
2 X+ 1 X2 + 5 + 1

2 X+ 1 .

Correction de l’exercice 13 – Polygones inscrits et nombre π

a) Chaque côté mesure |ωk+ 1 −ωk| = |ω− 1| = 2 sin π
n , et il y a n côtés.

b) p6 = 12 sin π
6 = 6 ; p12 ≈ 6,2117 ; p100 ≈ 6,2822. Comme sinu ∼ u en 0 :

pn = 2n sin π
n ⟶

n → ∞
2π ≈ 6,2832

c) Le polygone se découpe en n triangles isocèles de sommet O, de côtés 1 et d’angle 2π
n ,

d’aire 1
2 sin 2π

n chacun : an → π. Archimède encadrait π par des polygones inscrits et
circonscrits à 96 côtés.

Réponse. pn = 2n sin π
n → 2π ; an = n

2 sin 2π
n → π.

Correction de l’exercice 14 – Somme des racines d’un polynôme

a) Relations coefficients-racines pour X3 + aX2 + bX+ c :
σ1 = −a = 2, σ2 = b = 3, σ3 = −c = 4

b) ∑ z2
i = σ2

1 − 2σ2 = 4 − 6 = −2.

c) P′ = 3X2 − 4X+ 3 a un discriminant 16 − 36 < 0 : P est strictement croissante sur ℝ,
donc s’annule une seule fois (TVI : P(1) = −2, P(2) = 2). Les deux autres racines ne sont
pas réelles ; les coefficients étant réels, elles sont conjuguées. (Cohérent avec b) : une
somme de carrés de réels ne peut pas être négative.)
Réponse. σ1 = 2, σ2 = 3, σ3 = 4 ; ∑ z2

i = −2.

Correction de l’exercice 15 – Synthèse : produits et sommes sur les racines
de l’unité

a) Q(2) = 1 + 2 + … + 2n− 1 = 2n − 1. Pour n = 4 : (2 − i)(2 + 1)(2 + i) = 3 × 5 = 15 = 24 − 1
✓.

b) ∏ (1 +ωk) = (−1)n− 1 ∏ (−1 −ωk) = (−1)n− 1Q(−1), et Q(−1) = 1 − (−1)n
2  : le produit

vaut 1 si n est impair, 0 si n est pair (−1 est alors racine n-ième de l’unité).
c) Dérivée logarithmique d’un produit, évaluée en X = 1 :

∑
n− 1

k = 1

1
1 −ωk = Q′(1)

Q(1) = 1 + 2 + … + (n− 1)
n = n− 1

2

— n = 4 : 1
1 − i + 1

2 + 1
1 + i = 1 + i

2 + 1
2 + 1 − i

2 = 3
2 ✓.
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Réponse. a) 2n − 1 · b) 1 (n impair), 0 (n pair) · c) n− 1
2 .


