Chapitre 13 - Nombres complexes 1

Plaquette 2 - Formes trigonomeétriques, Moivre et Euler

Nombres complexes — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Angle moitié : pour a, b réels,

; : —_ a+b ; ; .. — a+b
el +e? =2cos 42 2be1 2, eld—el?=2isind="L > b oi¢}
’ 2 ’ 2i ’

. n .
— Moivre : (e"‘) = e'™X,

— |2w| = |2||w|, arg (zw) = argz + argw [211], arg & = argz — argw [2m].

—2z€ERez=2z;z€iRez=-2; |Z| = ]_4:2:%.
— Un polynoéme a coefficients réels qui s’annule en z s’annule en Z.
~ J

Correction de I’exercice 1 - Somme de deux exponentielles

a) On met en facteur ’angle moitié :

1+ el = eie/2<e—1e/z + eiG/Z) — 2cos & eif/2

2
— PourO €] —m, 1, cos% > 0 : module 2 cos % argument g
b) 1 -el?= ei‘”z<e‘i‘”2 — eie/z) = —Zisin%eie/z, de module 2|sin%| : c’est la longueur de

la corde.

c) 0= ZTH :14+ef=2 cos S /% = e'"/3. Le parallélogramme construit sur 1 et e est un
losange : sa diagonale porte la bissectrice, d’ou I'argument %
6 i0/2

Réponse. 1 + e = 2 cos 5 ; corde 2|Sin%|.

Correction de l'exercice 2 - Factoriser une somme de cosinus

a) Factorisation par I’angle moitié e'@*?/2 . i] reste e!@~P)/2 4 g=ia=b)/2 = 7 cog %.
b) Parties réelle et imaginaire :

cosa + cosb = 2COSa—5bCOSa£b, sina + sinb = ZSina;bCOSagb
c) cosx+cos3x =2cos2xcosx=0e=cos2x=0oucosx=0:x= %+k7ﬂ ou x = %+k1:r,

k € Z.

Réponse. COSCI+COSb=2COSa-5bCOSa£b;C)XG%+%ZOU_%+HZ.

Correction de I’exercice 3 - Module et argument d’un quotient
a)l+i=J2e"%et 3 —i=2e77/6,
b) Modules et arguments se composent :

5
|z|=@=ﬂ=g arg2554_11+36TH'=7T

Llls
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Chapitre 13 - Nombres complexes

— 2z = ﬁ —im/4 - % 1 (controle numérique v).

/3
c) 11+_1J1— JZEEZHM J2 €712 ; puissance 12 : 2% = —64.

Réponse. z = % — % ; C) —64.

Correction de l’exercice 4 - Linéariser une puissance de sinus

- Eie_lx et le binome :
(eix _ e—iX)5 — (eSix _ e—SiX) _ 5(e3ix _ e—BiX) + 10(eix _ e—iX)

— et (21)5 — 32§ - sin5x _ 2i(sinb5x — 5sin 3x + 1OSinx) 10sinx — 5sin3x + 51n5x

a) Avec sinx = &

32i 16

T _2 . ; -10 4,2\ 1 .25 _ 16

b) [, sinkxdx = 2 pour k impair : 7 (20 5 5) =16 G5 = 1t
5 (1 2112 = . —u2)%4qu = 24116
c) sin"x = (1 — cos“x) smxetu—cosx.f_l(l u)du—2(1 3+5) =Y

10sinx — 5sin 3x + sin 5x

Réponse. sin” x = 36

; intégrale 4 = 5

Correction de l’exercice 5 - Tangente de ’angle triple

a) cosx +isinx = cosx(1 + it), donc par Moivre cos 3x +isin3x = cos3x (1 + it)3, avec
(1+it)> = (1 — 3t%) +i(3t — t°)

— Le quotient partie imaginaire / partie réelle donne tan 3x.

b) Pour ces trois valeurs, 3x € <% ‘%H, 73—H> donc tan3x =3 : 3t — t> = /3 (1 — 3t?), soit

t> —3/3t* = 3t +/3 = 0. Les trois tangentes sont distinctes : ce sont les trois racines.

c) tan0,9 = 1,260158 et 3t 3t avec t = tan 0,3 donne la méme valeur .

3t—t>

Réponse. tan 3x =
1-3t%

Correction de I’exercice 6 - Parallélogramme et identité

, 2
a) On developpe avec |u|” = uu :
2 2 2 _
|z w|” =|z|” + |w|” £ 2Re(zw)

— et l’on additionne : les termes croisés s’éliminent.

b) La somme des carrés des diagonales d’un parallélogramme égale la somme des
carrés des quatre cotés.

)4’ +d*=23%+5% =68, doud*=52etd=2/13 = 7,21.
Réponse. |2+ w|* + |z — w|* = 2(|z]* + [w|®) ; ¢) 2/13.

Correction de l'exercice 7 - Cosinus de /12

o _Oo_ 1o /12 _ nim/3g,—im/4
a) 15 =3~ 4’ donc e e e .
b) On développe le produit :

(3+48) (5 ) - 45 1 8558
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—Cosﬁ—r+r~09659et31 6 -V2 _ 9583

¢) B+2MD+E-2012) _ 1, yanm I

I _\/_+\/_
12 4

Réponse. cos =L

Correction de l’exercice 8 - Equation trigonométrique par les complexes

a) (1 —i/3)(cosx + isinx) a pour partie réelle cosx + 3 sinx. Et 1 —i/3 = 2e77/3, donc

Re(2ei(x ‘H’?’)) = 2cos (x — %)

b) cos(x—
3 _
+§—1

wis

)=%@x—%=i—%+2kn:x500ux—2H [2z]. Controle: 1 +0=1 v et

N

_1
2
c) a—ib = Re " avec R = Ja? + b* : acosx + bsinx = R cos (x — ¢), de maximum Va? + b*.

Réponse. cosx + /3 sinx = 2 cos (x - %) ; x =0 ou Z?H [2m].

Correction de I'exercice 9 - Nombres égaux au carré de leur conjugué

a) En prenant les modules : |z| = |z|2, donc |z|(|]z] = 1) = 0.
b) Si |z| =1, alors z = % ; I’équation devient % = 22, c’est-a-dire
=1
c) Réciproquement, 0 convient, et si 22 =1, |z| =1 donc z = % =22 v. Solutions : 0, 1,
j=e4ms, 2 =],
Réponse. z € {0, l,j,jz}.

Correction de I’exercice 10 - Somme de carrés de cosinus

a) cos?u = 1+C0s2U gonc §, = 1 Ek COSZk—H

n 4
2 ’ n 2
b) Avecw =e?"'" 2z 1 (n=2):

k=0

— La partle réelle est nulle : ER 0cos 2"” = 0.

c)S,=2.n=2:c0s20+cos?’Z =1 v.n=5:calcul numérique 2,5 v.

2

Reponse. S, = %

Correction de I’exercice 11 - Racines conjuguées d’un polynome réel

a) (1+1)°=2iet(1+1)°=2i(1+i)=-2+2i. DoncP(l +i)=—-2+2i—-2i+2=0 v,

b) Les coefficients sont réels : P(Z) = P(z) = 0 = 0.

O)X-1-)(X-1+i)=X- 1)2 +1=X2-2X+ 2, et la division donne
XC-X+2=X*-2X+2)X+1)

— Troisieme racine : —1 (controle : =1 —1+2 =0 v). Sur R, le facteur X?—2X+2 (
A < 0) est irréductible.
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Réponse. P = (X + 1)(X2 — 2X + 2) ; racines —1, 1 *+1i.
Correction de l'exercice 12 - Nombres de module 1

a) zz = |z|2, donc|z|=1=2zz=1=

b) On calcule le conjugué avec Z =

— Le nombre est égal a son conjugué : il est réel.

14+2\_1+1/z2 _2+1 _ _ 142 .: T ’
c) (1 e_z) =117z~ 7-1 - ~1=, : imaginaire pur. Avec l’angle moitié :
i6
2005761 /2 _:cos(6/2) _ icotanQ
—Zisin%eie’z sin(6/2) 2°
Réponse. b) réel ; c) %t; = icotan%

Correction de I'exercice 13 - Parcourir le cercle unité

a) f(t) = —sint +icost =i(cost +isint) = if(t).
b) Multiplier par i, c’est tourner de % sans changer le module : f(t) est orthogonal a f(t)

(Ie rayon) et [f(t)| = |f(t)| = 1. Le point parcourt le cercle a vitesse constante, et la vitesse
est tangente.

C) g =iwg et
g’ = (iw)’g = —w?q

— L’accélération pointe vers le centre (—g), de norme Rw? : c’est I’accélération
centripete.

Réponse. f = if ; vitesse tangente de norme 1 ; g° = —w?g.

Correction de I'exercice 14 - Produit de nombres de module 1 et rotation

a) Siz = re', alors e'%z = re!®+ % . méme module, argument augmenté de a.

b) On multiplie par e™#/3 = % + ig :

a’=(2+i)<%+ig> = <1—g>+1(%+ﬁ)
3

c) OA = OA’ (Ja| = |a'| =V5) et 'angle AOA’ = Z : un triangle isocele d’angle au sommet %
est équilatéral. (Contréle : |a’ — a| = |a||e™/3 - 1| =5 - 2sinf = /5 7))

Réponse. a’ = (1 - g) + 1(% + B) ; OAA’ équilatéral de coté /5.

Correction de I'exercice 15 - Synthese : une somme binomiale
trigonométrique

a) Linéarité de la partie réelle et formule du binéme :
n n
. Kk _ .
C,+iS, = E (n)elkx= E (n)(elx) 1" k=(1+elx)n
K=o \K K=o \K

b)1+eX=2 cos 3 e™X/2 donc (1 +e™" = 2ncos”%ei”"/2. Parties réelle et imaginaire :
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— nn n x nx — nhn n X oin NX
C,=2"cos 5 COS 5= et S, =2 cos 5 sin ==

c) 260036(0,35)cos(2,1) =~ 64 x 0,6871 x (—0,5048) = —22,20 v (identique au calcul
direct de la somme).

2 4 4
1+0-6+0+1=-4v.

n
d)x=1: 2”(Q) cosMI = 2" 2o NI Poyrn =4 : 4cosm = —4 ; directement,

Réponse. C,, = 2"cos”§cos X, S, = 2"cos”§sin% :d) 2% cos ot
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