Chapitre 13 - Nombres complexes

Plaquette 1 - Module, argument,
exponentielle complexe et racines de I'unité

Nombres complexes — Prépa MPSI / MP2l (1" année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Formes et opérations.
— z=a+ib avec a = Re(2), b = Im(2) ; conjugué Z = a — ib.

— Module : 2| =Va? + b2, avec |2|* = 2z et |22] = |2||2].
— Forme exponentielle : z = re’® avec r = |z| et 8 = arg (z) défini modulo 2m.
— Formule d’Euler :
. i0 -i6 i0 -i0
e = cosO +isin cose=% sin0=%
. i0\" ino S99
— Formule de Moivre : (e‘ ) = e, c’est-a-dire
(cosB +isin0)" = cos (nO) + isin (nh).

— Factorisation de I’angle moitié :
1+ e =2cos (%)eie/z 1-—ef= —Zisin<%>ei9/2

— Racines n-iémes de 'unité : les n solutions de z" = 1 sont wy = e?*"/" pour
0 =k =n-—1. Leur somme est nulle dés que n = 2, et elles forment un polygone
régulier inscrit dans le cercle unité.

— Equation du second degré az? + bz + ¢ = 0 a coefficients réels et A < 0 : racines

—b +i/—A
2a

— Interprétation géométrique : |z — 2’| est la distance entre les points d’affixes z et
Z; arg% est I’angle (EA_C’)

, conjuguées I'une de l'autre.

G

Correction de I’exercice 1 - Forme algébrique

On multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur.

2+ 3D)(1 +1)
T A=D1+

— Dénominateur : (1 —i)(1 +i) =1 —i* = 2.

_ Numérateur: 2 +2i+3i+3i2=2+5i—3=—1+ 5i.

_ ——=1+5i_ _1,5;
Donc z 5 5 + 21.

— Controéle par les modules : |2 + 3i| = /13, |1 —i| = /2, donc |z] = /6,5 = 2,550. Et
J0,25 + 6,25 =6,5. Cohérent.

. __1.,5.
Reponse. z = 5 + Sl

Correction de l'’exercice 2 - Forme exponentielle

— Module : |z| =/1 +3 = 2.
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Chapitre 13 - Nombres complexes 2

— On factorise : z = 2<l + £1>

2 2
— On reconnait cos0 = % et sinf = g donc 6 = %
i/ 3

— Conclusion : z = 2e

— Contréle : Z(Cos% + isin%) =2(0,5 + 0,866i) = 1 + 1,732i. Cohérent avec V3 =~ 1,732.

— Meéthode : toujours calculer le module d’abord, puis factoriser — le couple (cos, sin)
obtenu identifie I’'argument sans ambiguité.

Réponse. z = 2e'7/3,

Correction de I’exercice 3 - Puissance par Moivre

On passe en forme exponentielle avant d’élever a la puissance.
— |1 +i] =V2 etarg(l +1) = 7, donc 1 +i=2e"/%

10 . .
— Moivre : (1+1)'" = (V2)) el0n/% = 32¢%1/2,

— On réduit I'argument : 52—H =2+ % donc e/2 = el"/2 = §,

— Résultat : (1 +1)™° = 32i.
— Contréle : (1 +i)? = 2i, donc (1 +1)*° = (2i)° = 32i® = 32i. Cohérent.

Réponse. 32i.
Correction de l’exercice 4 - Equation du second degré

Discriminant: A=4-20=-16 < 0.

21‘3}16 — 2i241 =1+ 2i.

— Vérification : somme =2 = —% et produit = (1 +2i)(1 —-2i)=1+4=5= %. Cohérent.
— Les deux racines sont conjuguées, ce qui est automatique pour un polynéme a
coefficients réels.

— Les racines sont z =

— Module commun : |1 + 2i| = /5, soit E — autre controle rapide.

Réponse.z=1+2ietz=1-2i.
Correction de I’exercice 5 - Racines cubiques de l’'unité

Résolution : les solutions sont e?*"/3 pour k € {0, 1,2}, soit

— 20=1,
o —2im/3 1 E-='
z=e 2 vt
2

Somme : 1 +j+j°.

— Méthode algébrique : j est racinede z°—1=(z—1)(z2+2+ 1), etj # 1, donc
P+j+1=0.

— Vérification numérique : 1 — 0,5 — 0,5 = 0 pour la partie réelle et 0,866 — 0,866 = 0
pour l'imaginaire.

— Résultat : 1 +j +j° = 0 — c’est la relation fondamentale sur j, & connaitre par cceur.

Réponse. {1,j,j°} et 1 +j+j*=0.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 13 - Nombres complexes 3

Correction de l’exercice 6 - Racines n-iemes

On écrit le second membre sous forme exponentielle : —16 = 16 e'”.
— Oncherchez=rel? avecr* =16 et 40 = (mod 2m).

— Donc r=2et9=%+k2—ﬂpourk€{0,1,2,3}.

— Les quatre solutions :
28iﬂ/4, 263111/4’ ze5iH/4’ 2e7iH/4

— Formes algébriques : 2 (1 +1i), V2 (=1 +1), V2 (=1 —1i), V2 (1 —i).

— Contrdle : (V2(1 + 1))4 = 4(1 +i)* = 4 x (21)° = 4 x (—4) = —16. Cohérent.

— Les quatre points forment un carré de centre O inscrit dans le cercle de rayon 2.
Réponse. 2el@/4+k1/2) =0, 1,2,3.

Correction de l'exercice 7 - Linéarisation

elf 4 g—10 .
On part de cos6 = et on éleve au cube.

+
2
3
— cos30 = —(e + e‘lg)
— Bindéme : (a+b)> =a®+3a%’b +3ab* +b > aveca=e, b =1 .
0310 4 3010 4 3010 4 o—3i0
— On regroupe les termes conjugués : 2 cos 360 + 6 cos6.
Résultat : cos39 = 2€05360 +6cos6 _ cos360 + 3cosb
: 3 i .
— Controle en 6 = 0 : membre de gauche 1, membre de droite 1+3 -1 Eng= % :

4
1 .. —14+15 _ 0,5
gauche 5 droite a =~
— A quoi ca sert : linéariser permet d’intégrer les puissances de cos et sin.
cos 30 + 3 cosf
i .

= 0,125. Cohérent.

Réponse. cos30 =

Correction de I’exercice 8 - Formule de Moivre et polynomes de Tchebychev

Moivre : cos30 +isin30 = (cosO + isin9)3.

— On développe : cos30 + 3icos?0sinf — 3 cosHsin’H — isin> 6.
— Partie réelle : cos 30 = cos36 — 3 cosOsin”6.

— On remplace sin®0 = 1 — cos?0 :

cos 360 = cos®0 —3cosH + 3cos®0 = 4cos®0 — 3 cosH

— Controleen9=0:4—3=1=co0s0.Enf = 5 :0—0=0=cos 3217 Cohérent.

— C’est le polynome de Tchebychev T5(X) = 4X° - 3X.

— Ne pas confondre avec l’exercice précédent : ici on exprime cosnf en fonction de
cos O (Moivre) ; la on linéarisait cos™ 60 (Euler).

Réponse. cos 360 = 4cos30 — 3 cosH.
Correction de I’exercice 9 - Somme géométrique complexe

C’est une somme géomeétrique de raison q = el = 1.
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_1—-e
5= 1—e"
— Factorisation de I’angle moitié au numérateur et au dénominateur :
—2isin (”79) elnf/2  gin (”79) .
S = — e1(n -1)6/2
—2isin (%)e‘g/2 sin (%)

— En prenant la partie réelle :

n—1 sin (28 _
2 cos (k) = (s)cos<(n 21)9)
k=0 sin (7)
— Controle avec n = 2 : la formule donne
. 2sin 2 cos @
sinf o0 2 2 cos € =2c0s22 =1 + cosH. C’est bien cos0 + cosH.
sin & 2 sin & 2 2
2 2
Cohérent.
- nb
sin 2
Réponse. S = —= g eln—10/2,
sinZ

Correction de I’exercice 10 - Interprétation géométrique

On calcule les affixes des vecteurs, puis leur rapport.

— b—a=2+2i,donc AB = |2 + 2i| = 2/2 = 2,828.

— ¢c—a=-2+2i, donc AC = 2/2. Le triangle est isocéle en A.

c—a _=2+2i _(=2+2D)2-20) _ -4+4i+4i+4 _;,
b-a 2+ 2i 8 8 '
— Un rapport égal a i signifie : méme longueur et angle de Z.

— Angle en A :

2
— Conclusion : ABC est un triangle rectangle isocele en A.
— Controle par Pythagore : BC=|c—b|=|—-4|=4 et AB>+AC* =8+ 8 =16 = BC*.
Cohérent.

Réponse. Rectangle isocele en A.
Correction de I'exercice 11 - Ensemble de points

Lecture géométrique : notons A d’affixe 1 et B d’affixe —i.

— L’égalité |z — 1| = |z — (—i)| signifie MA = MB.

— L’ensemble cherché est donc la médiatrice du segment [AB].
— Equation cartésienne : avec z = x + iy,

x=—1)2+y*=x2+(y+1)°
— En développant : x2 —2x+ 1 +y? =x2+y? + 2y + 1, soit —2x = 2y, donc y = —x.

1—i 1.

— Controle : le milieu de [AB] a pour affixe 5 5

, soit le point ( —l) qui vérifie bien

2
y = —x. Cohérent.

Réponse. La droite d’équation y = —x (médiatrice de [AB]).
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Correction de I’exercice 12 - Racine carrée sous forme algébrique

a) On cherche 6 = x + iy avec 6% = 3 + 4i. On écrit trois équations : parties réelle et
imaginaire, et égalité des modules :

x2—-y?=3, 2xy=4, x*+y*’=|3+4i=5

— En additionnant et soustrayant : x2 =4, y?> = 1 ; xy = 2 > 0 impose le méme signe.
6 ==x(2+1i).

— Contrdle : (2 +i)°=4+4i—1=3+4i .

b)A=1+4(1+i)=3+4i=2+D> doncz="1E2*D . 7 = Itietz, = =31,

Controle : z; +z, = -1 v.

Réponse. +(2 +1i); z = 1;'1 ou

—3-—i
2 .

Correction de I'exercice 13 - Rotation

a) Ecriture complexe d’une rotation de centre Q et d’angle 9 :
Z—w=e%%2—-w)
— Iciad—w=ila—w)=1%x2=2i,donca =1+ 3i.

b) On cherche un point fixe : w =iw+ 2 @ w(l —1i) = 2=>w=%= 1 +1i. Alors
Z—w=iz+ 2 - (iw + 2) = i(z — w) : rotation de centre 1 +i et d’angle % (c’est celle du a).

Réponse. a’ =1 + 3i; z+~ iz + 2 : rotation de centre 1 + i, d’angle %

Correction de I’exercice 14 - Inégalité triangulaire
a) |z + w|* = |2|* + |w|* + 2 Re(zw) et Re(zw) < |2w]| = |2||W] :
Iz +w|® < (|z] + |w])?

— Egalité si et seulement si 2w € R,, c’est-a-dire z et w ont méme direction (I'un est un
multiple positif de ’autre, ou I'un est nul).

b) |[z— (3 —4i)| = |z| + |3 —4i| =<1+ 5 = 6. Egalité si |z| = 1 et 2, —(3 — 4i) de méme

direction : 2o = #. Maximum 6 : le point du cercle diamétralement opposé a la
direction de 3 — 4i.
Réponse. Egalité si z et w sont positivement liés ; maximum 6 en z, = =3 ; 4i

Correction de I’exercice 15 - Synthese : équation de degré 3

Factorisation. Puisque 1 est racine, z — 1 divise le polynome.
— Division: 23 =322 +42-2 = (2 — 1)(2> — 2z + 2).

— Controle du développement :
(z—1)(2%—2z+42)=2>—22%>+ 22— 2%+ 2z -2 = 2% — 32° + 4z — 2. Cohérent.

— Second facteur : 22 — 2z + 2 = 0 a pour discriminant A = 4 — 8 = —4, d’ou
=22 _ 14
5 +i.

— Les trois solutions : 1, 1 +1i, 1 —i.
— Controle par les relations coefficients-racines : somme

=1+(@1 +i)+(1—i)=3=—_T3-produit=1><(1 +i)(1—i)=2=—_T2. Cohérent.
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— Remarque : les trois racines ont pour partie réelle 1 — elles sont alignées sur la
verticale d’abscisse 1.

Réponse. z € {1, 1 +1i, 1 —i}.
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