Chapitre 16 - Polyn6mes 1

Plaquette 5 - Arithmétique des
polynomes et interpolation de Lagrange

Polynomes — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Arithmétique dans K[X].
— PGCD : A A B est le dernier reste non nul de I’algorithme d’Euclide, rendu
unitaire. Sur C : racines communes, avec la plus petite multiplicité.

— Bézout : il existe U, V tels que AU + BV = A A B ; A et B sont premiers entre eux
si et seulement si

iU,V e K[X], AU+BV=1

— Gauss :siA|BCetAANB=1,alorsA|C.SiAANB=1,A|CetB|C,alorsAB|C.
— PPCM : pour A, B unitaires, (A A B)(Av B) = AB.

— Irréductibles : sur C, les degrés 1 ; sur R, les degrés 1 et les degrés 2 de
discriminant < 0 ; sur Q, un polynéme de degré 2 ou 3 est irréductible si et
seulement s’il n’a pas de racine rationnelle.

Interpolation de Lagrange. Pour X, ..., x,, distincts, les polynémes

— vérifient L;(xx) = 64 ; l'unique P de degré < n tel que P(x;) =y, est P = EiyiL,-.

- J

Correction de l'exercice 1 - PGCD par 'algorithme d’Euclide

a) Premiere division : le quotient commence par X, puis —1.
— XB=X"+2X’+2X*+X, et A—XB=-X"+1; puis —X° + 1 + B = 2X* + 2X + 2. Donc
A=BX-1)+2X*+X+1)
— Deuxiéme division : B = (X* + X + 1)(X + 1) exactement (reste nul). Le dernier reste
non nul est 2(X2 +X + 1) ; rendu unitaire : AANB = X2 +X+1.

b)B(-1)=-142-2+1=0,etB=X+1)X>+X+1).PourA:A=X>+1DX*+X+1),
car X2+ DX +X+1)=X"+X>+X>+X*+X+1 v. Les facteurs X+ 1 et X + 1 n’ont
pas de racine commune : le PGCD est bien X2+ X+1.

c) Les racines communes sont celles du PGCD : j etj2 =j.

Méthode : on peut, a chaque étape, multiplier un reste par une constante non nulle (ici
diviser par 2) sans changer le PGCD.

Réponse. ANB=X>+X+1;A=0C2+1DX*+X+1), B=(X+1)X*+X+1); racines
communes j, jz.

Correction de I'exercice 2 - Une relation de Bézout

a) Leurs racines sont 1 et —1 : aucune racine commune dans C, donc PGCD égal a 1.
b) On pose U =aX+b et V= —-aX+ b. On veut

(X -1)*@X+b)+ X+ 1)*(=aX+b) =1
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Chapitre 16 - Polyn6mes

— (X2 — 2X + 1)(aX + b) a pour coefficients, de X° 4 la constante : ab—2a, a—-2b,b.

— (X% 42X + 1)(—aX + b) a pour coefficients : —a, b — 2a, 2b — a, b.

— Somme : X’ etX disparaissent ; il reste 2(b — 2a) = 0 pour X’et2b=1 pour la
constante.

_ _1 _1.7_X+2 yy_2-X
Doncb—z,a 4.U 4,V ot

) X-1D2X+2)=XxX°-3X+2et(X+1)*2-X) = =X+ 3X + 2 ; la somme vaut 4, et
divisée par 4 donne 1 v.

d) On divise la relation par (X — 1)2(X + 1)2 :

_ 1 - _X+2 L _2-X
X-1D’X+1)? 4ax+1)?  4x-1)?
éléments simples.

X+2 y=2-X. 1 - _X+2 L, 2-X
4 4 T x-1D*X+1)? Aax+1)? 4x-1)?

: ¢’est un premier pas vers la décomposition en

Réponse. U =

Correction de I'exercice 3 - Bézout et conditions aux racines doubles

a) Py + 1 = 2(X — 1)U est multiple de (X — 1)%. Et, avec X — 1)’U+ X+ 1)*V=1:
Po—-1=2X-1)°U-2=-2X+1)*V

— est multiple de (X + 1)2. Développement :

_ 4, X-1D’x+2) _ ., x*-3x+2 _ xX*-3x
Po=-1+E-DE+2) _ g X -3X+2 _ X°-3X

b) X-1)°|P+1=P(1)=-1etP(1)=0; (X+1)*|P-1=P(-1)=1etP(-1)=0.

2
— Po(1) =153 = -1, Py(-1) = =13 =1, py = 3X =3 g'annule en +1 v.

c) Si P convient, D = P — P, est divisible par (X — 1)2 et par (X + 1)2, premiers entre eux :
par Gauss, par leur produit. Réciproquement, ajouter un multiple de ce produit conserve

d) P, a un maximum local 1 en —1 et un minimum local —1 en 1, avec des tangentes
horizontales. On reconnait Py =T 3<§> ouTs= 4X° — 3X est le polynéome de Tchebychev :

3 3

3
Réponse. Py = X =3X ; solutions Py + (X — 1)*(X + 1)°T.

Correction de 'exercice 4 - PGCD de X™ — 1l et X -1

a) Posons ny = n, n; = m et la suite des restes ny, = nx_; mod ng jusqu'a n,, 1 =0, de
sorte que n, = m A n. Par le rappel, les restes polynomiaux successifs sont les X™—1:
X' —DA X =1)= X" =1) A X1 =1)

— et la derniére étape donne (X" - 1)A(X°-1)=X"-1)A0=X"—1.

b) Les racines de X" — 1 et X" — 1 sont simples. z est racine commune si et seulement si
2™ = 2" =1, c’est-a-dire si l’ordre de z dans C* divise met n, donc mAn:zm""=1. Le
PGCD est le produit des X — z pour ces z, soit X" " — 1.

©)12A18=6: X2 -DAx®-1)=x°-1.
— 12A35=1": (Xlz— 1) A (X35 — 1) =X -1 ; la seule racine commune est 1.

Réponse. X"—- DA X"-1)=X"""-1;X°-1etXx-1.
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Chapitre 16 - Polyn6mes 3

Correction de l'exercice 5 - PGCD par les racines
Sur C, le PGCD de deux polynomes scindés garde les racines communes avec la plus
petite multiplicité :

A=]]x-2*%B=]]x-2%=arB=]]x-™"PF

a) 1 est racine d’ordre 3 de P, donc d’ordre 2 de P’ ; —2 d’ordre 2 de P, donc d’ordre 1 de
P’. Les autres racines de P’ ne sont pas racines de P. Donc PA P = (X — 1)2(X + 2).

— Vérification : P = 3(X — 1)°(X +2)°> +2(X = 1)’(X + 2) = (X — 1)*(X + 2)(5X + 4), et
5X + 4 ne s’annulenien 1 nien -2 v.

b) Racines de X* — 1 : +1, +i ; racines de X° — 1 : +1, +j, ijz. Communes : =1. Donc le
PGCDestX*—1=X*"%-1v.

)X -X=XX-1X+1)etX’+X*=X*(X+1): PGCD X(X + 1) (exposants minimaux 1
et 1), PPCM X%(X — 1)(X + 1) (exposants maximaux).

— Contrdle : PGCD x PPCM = X3(X - )X + 1)’ = X° - X)X+ X% v.

Réponse. PAP = (X —1)%(X+2); X*—1; PGCD X(X + 1), PPCM X?*(X* - 1).
Correction de I’exercice 6 - Irréductibles selon le corps
a) Dans R[X] : X?-2= (X —=J2)(X +2), réductible. Dans Q[X] : un facteur de degré 1

donnerait une racine rationnelle, or V2 ¢ Q : irréductible.
b) On complete le carré :
X'44a=X*+2 -4’ =X*+2-2X)X*+2 +2X)
— deux facteurs de Q[X] : X* + 4 est réductible sur Q, bien qu’il n’ait aucune racine
réelle. Absence de racine et irréductibilité ne coincident qu’en degré 2 ou 3.
c) Degré 3 : réductible sur Q si et seulement s’il a une racine rationnelle ; les candidats
+1, +2 ne conviennent pas. Irréductible. Dans R[X] et C[X], avec a = {2 :
— X -2=X-0X+aX+a?) =X -a)X - a)X — aj?).

d) X?+1: degré 2 de discriminant —4 < 0, irréductible sur R.

xt+1= (X2 + 1)2 —2X° = (X2 -2X+ 1)(X2 +J2X + 1) : réductible sur R (comme tout
polynéme réel de degré = 3).

Réponse. a) irréductible sur Q, pas sur R - b) réductible sur Q - ¢) irréductible sur Q ;
X - oz)(X2 +aX +a?) -d) X* + 1 réductible sur R.

Correction de ’exercice 7 - Propriétés de la base de Lagrange

Le principe : deux polynémes de degré < n égaux en n + 1 points sont égaux.

a) S =Y L;estde degré < n et S(xx) = > Li(xx) = Li(xx) = 1 pour tout k : S et 1 coincident
en n+ 1 points, donc S = 1.

b) Méme raisonnement : Eixf‘Li et X* sont de degré < n (car k < n) et prennent la valeur
xK en chaque x,,. Pour k = n + 1, la somme reste de degré < n :

EX"'”L =x"t1_ ﬁ X - x;)

i=0

n+1

— car le membre de droite est de degré = n (les X se simplifient) et vaut x2,* Len

chaque x,,.
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Chapitre 16 - Polyn6mes

c) Pour P € R,[X], P = D P(x;)L; (méme argument) : la famille est génératrice, avec

n+ 1 =dimR,[X] éléments, donc une base. Les coordonnées de P sont (P(xy), ..., P(x,)).
_ XX-1) _x*-Xx _ X+DX-1) _ 4 2 _ X+1DX _ x*+Xx

D6lo=then = 2 =" men — X =T =T

2 2
X =X4X+X 41-X=1v.

— Somme :

2
Réponse. SL; =1, > x*L; = X* (k = n) ; base de coordonnées P(x;) ; Lo = X=X,

2
2
L1=1—X2,L2=%.

Correction de I’exercice 8 - Somme des carrés par interpolation
a) S(0)=0,S(1)=1, S(2) =5, S3) = 14.

b) P(0) = 0 justifie la forme P = X(aX2 + bX + ¢). Les trois autres conditions :
—a+b+c=1;24a+2b+c)=5;39a+3b+c)=14.

] A . —i =H—§=£ ‘o1 =z =l =l =l
—Pard1fferences.3a+b—2et5a+b 3 5 6,douZa 5. a 3,b 2 C= %
P X2X*+3X+1) _ XX+ 1)2X+1)

B 6 - 6

c) PX)-PX-1)= %[(X+ DR2X+1)-X-1D)2X-1D]= % x 6X = X2,
— Récurrence : P(0) = S(0), et si P(n — 1) = S(n — 1), alors P(n) = P(n — 1) + n? = S(n).

d) Quatre valeurs déterminent un polynéme de degré < 3, mais rien ne garantit a priori
que S coincide avec un polynéme au-dela de ces points. C’est c) qui le prouve : S et P
vérifient la méme relation de récurrence.

— Contréle : S(10) = 385 et P(10) = W =385 v.

XX +1)2X+1)

Réponse. P = 5

; P(X) = P(X — 1) = X* donne 3, _ k* = 1+ 1)6(zn+ 1)

Correction de l'exercice 9 - Coefficient dominant de l’'interpolation

Hj =i (X - Xj) , . . . 1 . oy
————— est de degré n, de coefficient dominant ————. Par linéarite, le
Hj#i(xi_xj) Hj#i(xi_xj)

ici " dans L; est la somme annoncée.
coefficient de X L

a) Li=

b) On prend y, = xk : 1e polynéme interpolateur est X* lui-méme (degré = n, mémes
valeurs). Son coefficient de X" vaut 0 si k < n et 1 si k = n ; on conclut par a).
c) Les dénominateurs valent [[, (0 —x) = (-1)(=2) =2, [[,.. ;1 =x) =1 x (-1) = -1,

I[.,2-x)=2x1=2.

_0.1_q141_
—k=0:1-1+1=0v.
1.0, 1 ,2_
—k=1l:3+-4+5=0v
— k=2:0-1+%4=1v.

Lecture : ce sont les différences divisées d’ordre n ; elles annulent les polynomes de
degré < n, comme une dérivée n-iéme.

Réponse. Coefficient dominant , T Yi ; la somme vaut O pour k < n et 1 pour

1 (Xi = X))

k =n.
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Chapitre 16 - Polyn6mes 5

Correction de l'’exercice 10 - Restes chinois pour les polynomes

a)X’+1na pas de racine réelle, en particulier pas 1 : pas de racine commune, PGCD 1.
Division : X*+1 = (X-1)(X+1) + 2, d’ou

1 /2 _1 _ —
f(X +1) 2(X+1)(X 1)=1

b) On écrit Py = aX* + bX + c¢. Modulo X* + 1 : Po=bX + (c —a), qui doit valoirX: b =1 et
c=a.Enl :P0(1)=a+1+a=2,d’01‘1a=%.

2 2
— Po=1x+x+1 =221 Contréle: Po(1) =2 v et Py—X =X F1 v,

c) Si P convient, P — P, est divisible par X — 1 et par X%+ 1, premiers entre eux, donc par
leur produit :

— les solutions sont les Py + (X — 1)(X2 + 1T, T € R[X].

d) Comme dans Z, deux « modules » premiers entre eux déterminent une classe modulo
leur produit : R[X] modulo (X — 1)(X2 + 1) se décompose en « modulo X — 1 » (une valeur
réelle) et « modulo X2 +1» (une valeur en i). Comme dans Z, la relation de Bézout de a)

2 _ 3
fournit une solution directe : 2 X XTH + X x (—W) =x?+1-ZX 2_X

en 1 et=XmoduloX*+1;cestP,— %(X— D +1).

, qui vaut 2

X+ 1)>

Réponse. Bézout 1(X° + 1) - 2(X + 1)(X - 1) = 1; Py = =5

Po+ (X -1)X*+ 1DT.

; solutions

Correction de l'exercice 11 - PGCD, PPCM et produit

a) Si E divise A; et B4, alors DE divise A et B, donc D : degE = 0. Ainsi A; A B; = 1.

— M = AB; = BA; est un multiple commun. Si C est un multiple commun, C = AU = DA,U
et B=DB; | C donnent B; | A U, puis B, | U par Gauss : M = DA1B, | DA,U = C.

b) DM =D -DA,B; = (DA,)(DB,) = AB :
(AAB)AVB)=AB
)X’ —-1=X-1)(X+1)etX*+X=XX+1) ont pour PGCD X + 1 ; le PPCM vaut

2 2
X ‘}g{le X _XxX-DX+1)=X>-X.

d) Le PGCD est X* -1 (exercice 5). Le PPCM vaut

4 6
— & _X12)(X1_1) =2+ )X -1 =x+x5-x?-1.

— Controle par les racines : le PPCM a pour racines simples les racines de x*-1oude
X®—1, soit 4 + 6 — 2 = 8 racines : degré 8 .

Réponse. (ANB)AVB)=AB; ppcm(X* - 1,X*+X) =X - X ;
ppem(X*-1,X°-1)=x+x°-x*-1.

Correction de I'exercice 12 - Partie sans facteur carreé

a) X’-1)’=x'"-2X2+1, et X-DX*-2X*+ 1) =X -Xx*-2Xx3+2X*+X -1 . Or
X-DX*-1)*=X-1)°X+1)>

b) On dérive le produit et on factorise :

P=3X-1*X+1)*+2X-1)*X+1)=X-1*X+1)EX+1)
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Chapitre 16 - Polyn6mes 6

— —% n’est pas racine de P, donc PA P = (X — 1)2(X+ 1).

©) 515 = (X - 1)(X + 1) =X’ - 1, de racines *1, simples.

d)SiP= CH (X — z,)™, chaque zj est racine de P’ d’ordre exactement my — 1 :
PAP =]](X —-2z)™ ' (a un facteur pres), donc
P
PANP
permet de trouver les racines multiples sans connaitre les racines.

Réponse. P = (X - 1)’ X+ 1)5X+1); PAP =X - 1D*X+1); L =X2-1.

= c|] (X — z;) : mémes racines, toutes simples. Ce calcul, qui n’utilise qu’Euclide,

Correction de l'exercice 13 - Résoudre AU + BV =C

a) On multiplie la relation de Bézout par x3.

3
X2 + 1)X73 + X+ 1)<—w> = x8

3 3(x —
— d’ou U0=XTGtV0=_w.

b) Si (U, V) est solution, la différence avec (U, V) vérifie

(X2 +1)(U-Uy)=-X+1)(V-Vy. X+ 1 divise (X2 + 1)(U — Uy) et est premier avec
X241 par Gauss, U—- Uy = (X+ 1)T, puis V-V, = —(X*+ 1)T. La réciproque se vérifie
en développant.

c) On choisit T pour que U = Uy + (X + 1)T soit le reste de U, par X + 1, c’est-a-dire
Uo(—1) = —%. Alors

3 (32 3, 42 2
—v= XX U XXl - 2XCX L car (X4 DRXP-X+1) =2X° + X7+ 1.

2 2 3 2
— Contréle : (X2+1)<—%>+(X+ 1)2X —2X+1 ==X —1+22X +X°+1 —x3 .

3 3y —
Réponse. Solutions <X7 + X+ 1T, —w — (X2 + 1)T> ; avec U constant : U = —%,

Ve=2X=X+1
5 .
Correction de I'’exercice 14 - Polynomes a valeurs entieres

a) Si 0 = n <Kk, le produit contient le facteurn—n=0: Hy(n) = 0. Sin <0, avec
m=-n>0:

Hy(—m) = (=m)(-=m — 1;{-!--(—m —k+1) _ (_1)k<m +k— 1) c7

b) H, est de degré exactement k : une famille de polynomes de degrés échelonnés
0,1,...,nestlibre, et elle an + 1 = dimR,[X] éléments.

c) On écrit P = cq + ¢1H, + coH, + c3H3 et on évalue successivement (systeme

triangulaire, car Hy(j) = 0 pourj < k) :

— P0)=cyp=1;P1)=1+c1=2,¢1=1;PR)=14+2+cy=4,¢c,=1;
P3)=1+3+3+c3=8,c3=1.

— P=1+H,+H,+H;etP4)=1+4+6+4=15%# 16 : le polyndme qui « suit » 2" sur
quatre valeurs s’en écarte ensuite.

d) Le systeme de c) montre en général que les coordonnées c; s’obtiennent par

soustractions a partir des P(j) (ce sont les différences finies AkP(O)) : elles sont entieres.
Par a), P = D cHy prend alors des valeurs entiéres en tout entier.
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Réponse. H;(Z) C Z ; base de R,[X]; P=1+ H; + H, + H3, P(4) = 15 ; valeurs entieres
sur Z.

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : la méthode de Simpson

2 2

a)L_; = XZ;X Lo=1 - X% L;=% 2+X. Les parties impaires ont une intégrale nulle sur
1

[-1,1]et [_ x?dx=2:

3
[l fxdedifn-2-3-4
Pour degP =2, P=P(—1)L_; + P(O)Ly + P(1)L, ; on integre par linéarité :

L 1p_1y. 4 1
f_lP—§P( 1)+ 2P(0) + 1P(1)

b) Pour x3. I'intégrale vaut O (impaire) et la formule donne w = 0 : exacte. Par
linéarité, exacte en degré < 3.
1
— Pour X*: [_ x*dx = % mais la formule donne % = % : non.
c) On pose x = m + ht avec m = anfb, h= bga ; Q(t) = P(m + ht) est de degré < 3 et

b _
— [,PX)dx = hfl_1 Q(t)dt =b -2 % Q(=1) + 4C32(0) + Q) quj est la formule annoncée.

e MO =L1(3)=5 W=7

— %(1 + % + %) = % X ‘11—3 = g—g ~ 0,78333, contre Z = 0,78540 : erreur = 2,1 x 1073

avec trois évaluations seulement.
P(—-1)+4P(0) + P(1)

3 , exacte jusqu’au degré 3, pas pour x* ; ‘é—g =~ (0,7833

d) Avec f(x) =

; 1
Réponse. f_lP =
pour % ~ 0,7854.
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