Chapitre 16 - Polyn6mes 1

Plaquette 4 - Relations coefficients-racines et factorisations

Polynomes — Prépa MPSI / MP2Il (1" année)
Corrections détaillées

Boite a outils

. . o . g n .
Relations coefficients-racines. SiP=a, X" +... +ay, = an]_[l. _1 X =x;), les fonctions
symétriques élémentaires valent

kdn—k
o= > Xiy X, = (1) ==

i1 <..<lIg
— Degré 3,P=X3+aX2+bX+c:01 = —a, 0, =Db, 03=—cC.
— Identités utiles : > x? = 0% — 205, ; lel = 0(’}—;1 ; et, en degré 3, D x#x? = 03 — 20,03.
— Sommes de Newton s, = > xP : si P(x;) = 0, alors xP se réduit grace a P.
. — 1l .
— Racines de l'unité : X" — 1 = ]_[;1 _o X — "), w=e?'" et

n—1 q
Ewkp: nsin|p
K=0 0 sinon

— Factorisation réelle : (X — el)(X —e ) = X* - 2cos0X + 1.
g J

Correction de I’exercice 1 - Sommes de puissances des racines

a) P =X+ 0X*—2X + 5, donc 0,=0,0,=-2,03=-5.
b) s; = 0, = 0. Pour les carrés, on développe 07 :

S, =07—-20,=0+4=4

_2L=X2X3+X1X3+X1X2=2=__2=2
i X1X2X3 03 -5 5°
c) En sommant x} = 2x; — 5 : s3 = 25; — 15 = —15. En multipliant par x; : x} = 2x? — 5x;,

d’ou s, = 2s, — 5s; = 8.

d)x~x3—-2x+5a pour dérivée 3x2% — 2, nulle en +/2/3 ; au minimum local
x =V2/3 = 0,82, la valeur est = 0,54 — 1,63 + 5 > 0. Une seule racine réelle (négative,
car P(—3) = —16 < 0 < P(0)), et deux racines complexes conjuguées.

— Remarque : le signe de s, ne suffit pas a conclure. Une valeur s, < 0 prouverait
I’existence de racines non réelles, mais s, = 4 > 0 est compatible avec les deux
situations ; d’ou I’étude de fonction.

Réponse. 0 = (0,-2,-5); s, =0, s, =4, Exl, = % S3 = —15, s, = 8 ; une seule racine
réelle.

Correction de l'’exercice 2 - Un systeme symétrique

aA) X—x)X-y)X—-—2)= X3 - 01X2 + 0,X — 03, donc x, y, z sont les racines de
P=X"-2X"-X+2
— (réciproquement, les trois racines de P, dans n’importe quel ordre, vérifient le
systeme).

b)P=X’X-2)-(X-2)=(X-2)(X>=1) = (X -2)(X—=1)(X + 1). Les racines sont 2, 1,
~1.
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Chapitre 16 - Polyn6mes 2

— Contrdle:2+1-1=2;2-1-2=-1;2x1x(-1)=-2v.
c) {x,y,z} ={-1,1,2} : les 3! = 6 permutations donnent six triplets solutions.

d) x et y sont les racines de X* - 5X + 7, de discriminant 25 —28 = -3 < 0 :
{x,y} = <#> non réels.
— Morale : on ne peut pas choisir librement somme et produit de deux réels ; il faut
2
s° =4p.

Réponse. X° —2X* —X+2=(X-2)X - 1)X+1): {x,y,2} = {—1, 1,2}, six triplets ; d)
5+i3
23

Correction de I'’exercice 3 - Racines en progression arithmétique

a) La somme des racinesvauto; =9, et(m—-r)+m+(m+r)=3m: m= 3.

b) m = 3 est racine : P(3) =27 —-81 4+ 3a— 15 = 3a — 69 = 0, donc a = 23. Le produit des
racines vaut o3 = 15 :

B-nNx3x(@B+rn=309-r*)=15
— doncr? =4, r= +2 : les racines sont 1, 3, 5.
c) X—-1)X-3)X-5) =X -4X+3)(X-5)=X"—9X*+23X - 15 v.
d) La racine du milieu est m = % (somme p). Si les racines sont en progression
arithmétique, £ est racine : P(%) = 0, soit, en multipliant par 27,

— p3—=9p34+9pg—27s = 0, c’est-a-dire 2p3 — 9pq + 27s = 0.

Réciproquement, si % est racine, les deux autres ont pour somme p — % =2 g : elles sont

symétriques par rapport a %. Controle avec (9,23, 15) :
2X729—-9%x9%x23+27%x15=1458—-1863+405=0 v.

Réponse. m = 3, a = 23, racines 1, 3, 5 ; condition générale 2p>® — 9pq + 27s = 0.
Correction de I’exercice 4 - Racines en progression géométrique

a) Le produit des racines vaut o3 = 8 :

%xmxmr=m3=8

— donc m = 2 (seule racine cubique réelle de 8).

b) P(2)=8—-28+2b—-8=2b—-28 =0, donc b = 14. La somme des racines vaut 7 :
% +2+2r=7,s0it2r*—=5r+2=0,dour=2our= % (méme ensemble de racines).

— Racines : 1, 2, 4. Controle :
X-1DX-2)X-4)=(X*>-3X+2)(X-4)=X>-7X*+14X-8 v.

c) Avec les racines % m, mr:s=m?, p= m(% +1+ r) et

— q=%-m+m-mr+%-mr=m2<%+r+1>.
Donc g = mp et qg° = m3p3 = sps.
— Controle:p=7,q=14,s=8:14>=2744 et 7°x8=343x8=2744 v.

Réponse. m = 2, b = 14, racines 1, 2,4 ; condition q° = p3s.
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Chapitre 16 - Polyn6mes 3

Correction de I'exercice 5 - Produit de sinus

a) X" -1 =[] _,(X-w"=&-D][_,(X-w), et aussi
X"-1=X-1)1+X+...+X"" Y. On simplifie par X — 1 (I'anneau C[X] est intégre).
b) On évalue a) en X = 1 :Hz;ll(l —w=14+1+..+1=n.

c) On factorise I’angle moitié :

1 — elf = eie/2<e—19/2 _ ei@/2> _ —Zisingeie/z

— donc |1 — el = 2|sm 9| Avec 0 = Zkﬂ et en prenant le module de b) : Hk * 2 sin ko k” =n
(les sinus sont positifs car 0 < k” < 1), d’ou la formule.

J_J__s

- H_ oS —
d)n=3: sm35 =g xiz =19 22
 n=4.sinZsinZgin3T = V2 2 _1_4
n—4.31n431n251n4—2><1x2_2_23/,
Réponse. Hk—l(l_ W) =n; Hk_lslnk”—#.

Correction de I’exercice 6 - Valeur exacte de cos(2mn/5)

a) Les racines sont e?*7/5 0 < k < 4. Onregroupe k =1 aveck =4 etk =2 aveck = 3
(conjuguées), en utilisant

(X— e19> (X— e_19> =X2-2cosOX +1
—douX°-1=X-1)X*-aX+1)X?-bX+1).

b) X2 —aX+ 1DX*=bX+1)=X*—(a+b)X>+ (ab + 2)X* — (a + b)X + 1. Or ce produit
5
vaut £ =1 = X* + X° + X* + X + 1. Identification : a + b= -1 etab +2 = 1.

c) a et b sont les racines de t> +t— 1 : t=# Comme 2517 < % a>0:
a= 52_ 1, donc cosz?H = 54_1 = 0,309; b = _12_5, donc cos‘%H =-1 ‘ZJ_ -0,809.
d) Deux sommets consécutifs sont 1 et e?”/>; par I’exercice précédent, le coté vaut
2sinZ 5 et
2o _ _ 20\ _~» _J5-1_5-/5 : Ars |5—=5 _
— 45sin 5 (1 cosT> =2 5 = T soit un coté 5 =1,176.

Réponse. X° -1 =(X-1)X*-aX+1)X*-bX+1),a+b=ab=-1; cos%’T = 54_1 ;
coté (255

Correction de l'exercice 7 - Sommes sur les racines de 1’'unité

a) Si n | p, chaque terme vaut 1 : somme n. Sinon q = w” # 1 et la somme géométrique
donne

nilq"= " =1 _(@""-1_,
K= q-1 q-1
b) s,=nsin|p, 0sinon. Pourp=1 :51=01=—a"a—;1=0, car X" — 1 n’a pas de terme en

Xn—l a
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Chapitre 16 - Polyn6mes 4

c) On développe et on échange les sommes :
— 2 1+wH" = Zzz o <Z>Ekwkp. Seuls p = 0 et p = n sont multiples de n : la somme
n ny\\ _
vaut n((()) + (n)) = 2n.
— Contrdlen=2:(1+1)*+(1 -1’ =4=2x2 .
d) Avec n = 3 dans a) (racines 1,j,j%) : %(1 +j” +j°P) vaut 1 si 3 | p, 0 sinon. Donc

_ ES”’(Z) = A+ D"+ @+ + A+ avec 1+j=e"3 et 1 +/7 = 71/, dont

les puissances n-iémes ont pour somme 2 cos L,

3
- n=6:(6>+<6>+(6)=1+20+1=22,etw=®=22 v,
0 3 6 3 3
Réponse. > v’ =nsin|p, 0sinon; >, (1 +w")"=2n; 23|P<l’;> = +20%S(nﬂl3).

Correction de I’exercice 8 - Polynome dont les racines sont les carrés

a) Pour P:0; =0, 0, =—1, 03 = 1. Les identités de la boite a outils donnent
o, =04-20,=2, 0y =035-20103=1, o035=03=1
— (pour g5’ : (x1X + X1X3 + XoX3)* = DXIXF + 2X1XX3(X1 + X2 + X3)).
b)Q=X’-0,X*+0,X—05 =X"-2X*+X—-1.
c) x3=x+ 1 s’écrit x(x? = 1) = 1 ; en élevant au carré : x2(x2 —1)> = 1. Avec y = x2 :
— yy—1)*=1, s0it y3 =2y +y—1=0: on retrouve Q .
1

d)x#O(carP(O)=—1);ondivisex3—x—1=Oparx3:1—%—%=O.Avecu=7:

ud 4+ u?—1 = 0. Le polynéme cherché est X° + X* — 1 (c’est le polynéme réciproque de P
au signe pres).

— Controle : Exl, = g—é = —1, et pour X3 + X% — 1 la somme des racines est —1 .

Réponse. 0 = (2,1,1), Q =x3-2x*+Xx-1 ; racines L X3+ X% -1,

X;
Correction de I'exercice 9 - Trois réels de somme nulle

a) X—a)X-b)X-¢)=X>-0,X*+0,X-03=X>—3X - abc.

b) f(x) = 3x%? — 3 s’annule en *+1 : maximum local f(—1) = 2 — p, minimum local
f(1) = =2 — p. Les trois racines sont réelles (comptées avec multiplicité) si et seulement si
la courbe coupe I’axe trois fois, c’est-a-dire

f(-=1)=0 et f(1)=s0=-2=<p=2
— Sip>2oup< -2, une seule racine réelle.

c) Les triplets réels existent si et seulement si abc € [-2, 2] : le produit est compris entre
-2 et 2.

d)p=2:f-1)=2-2=0etf(—1) =0, donc —1 est racine double (le maximum local
touche l'axe) : X° = 3X -2 = (X + 1)*(X = 2). D’ou {a,b,c} = {-1,-1,2}.

— Controle: -1 -142=0;1-2-2==-3;(-1D)(-1DHR)=2 v.
Réponse. g, b, c racines de X3 —3X - abc ; réels @ abc € [-2,2]; abc=2:{-1,-1,2}.
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Chapitre 16 - Polyn6mes 5

Correction de I'exercice 10 - Sommes d’inverses
Icio;=2,0,=-3,03=-1 (et x; # 0 car P(0) =1).
2
a) >l = 02 = 3. Pour les carrés, on applique 'identité > y* = (2 yi) -2, Yy, aux
1 1_2Xk_0“1__2:

Vi = X a"ecziqrxj—m—o—a—

> L =3"-2x(-2)=13

b) P = [](X - x) donne {1} = 3 -1 . OrP(1)=1-2-3+1=-3et
P(1)=3-4-3=-4.

g X
C)Elaijj ZJXJEI;:J 1—2 1 J_012Y—3_2X3 3=23.
— Controle numérique (racines = —1,20; 0,29 ; 2,91) : Ex_,- = —0,83+ 3,49+ 0,34 = 3,00
/.

Reponsezx—Szl—ISE =45  Xi=3

1—x; 3’ <izjX;

Correction de l'’exercice 11 - L’équation (z + 1) = z»
a) z = 0 n’est pas solution. Pour z # 0, I’équation équivaut a (%) =1, donc 1 + 1 = X

; le cas k = 0 est impossible (% # 0). Donc z = w"l K l=k=n-1:n-1 solutlons

distinctes, autant que le degré de (z + 1" =2"

b) Avec 6 = 2KI, J’angle moitié donne e’ — 1 = 2isin ¢ ¢!/2, donc
. 0 _:icin®
~ie/2  cos¥ —isin¥ .
z =2 7 = 2 5 2 = _1_lcotan?
2isin 2isinz 2 2 2

— Toutes les solutions ont pour partie réelle —7 : elles sont sur la médiatrice de [—1, 0]
(ce qui se voit aussi sur |z + 1| = |z]).

n
- n _ _
c) 2+ 1)"—2"=nz" 1+<2>2:” 24+ ..., donc D zy = —(,21) = —n21.

: ¢’est cohérent, et la somme des parties

n—1
2
imaginaires ——Ecotan KI doit donc étre nulle.

1 =_1

—2 —Lcotankll ; ¥ 7 = -

Réponse. z; = =
p k wk=-1 2

L ;> cotankZ = 0,

Correction de l’exercice 12 - Utiliser une racine complexe connue
a) (1+i)*=2i, (1 +1i)°=2i(1 +i) = =2+ 2i, (1 +1)* = (2i)* = —4. Donc
— P(1+i)=—-4-2(-2+21)+3R21)-2(1+)+2=(—-4+4-2+2)+i(—-4+6-2)=0.
b) P estréel, donc 1 —i =1 +1i est aussi racine, et
(X—l—i)(X—1+i)=(X—1)2+1 =X*-2X+2
— divise P dans R[X].
c) La division donne P = (X2 —-2X + 2)(X2 + 1) ; controle :
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Chapitre 16 - Polyn6mes 6

xt—oxP+2x?+x?-2Xx+2=x*-2x3+3x%-2X+2 v. Dans C[X] :
— P=(X-1-)X-1+)X-1)X+1i).

d) Somme : (1 +i)+ (1 —i)+i—i=2=0; = =% v. Produit :

1+i* x [iI* =2 =04 =(-1)*2 v.

Réponse. P = (X2 —-2X + 2)(X2 + 1) ; racines 1 =i, =+i.

Correction de I'exercice 13 - Factoriser X2 + X4 + 1

a) On reconnait une différence de deux carrés :
Xrx'+1=xX"+1) -’ =xX"+1-X)X*"+1+Xx?
) X'+ X +1=X+1)°-X* =X +X+ DX =X+ 1).
— X' X +1=(X*+1)"-3X" = (X* +/3X + 1)(X* = /3X + 1).
c) Les quatre trinomes ont un discriminant négatif (1 — 4 ou 3 — 4) : ils sont irréductibles
sur R, et
— XX 1 =X+ X+ DX =X+ DX+ 83X+ 1)(X* - V3X + 1).

d) (X4 - 1)(X8 + X+ 1) = X' — 1 : les racines de X® + X* + 1 sont les 8 racines 12-iémes
de I'unité qui ne sont pas racines de x*-1. Chaque trindme correspond a une paire
conjuguée X*—2cosOX +1:

— 0=+ (X’ -X+1), 2L (X* +X+1), +L (X* - 3X + 1), £2L X* +3X + 1) v.

Réponse. O+ X + D)X? =X+ D)(X* +3X + 1)(X* —=/3X + 1) ; racines : les e*7/% avec k
non multiple de 3.

Correction de I'exercice 14 - Une somme sur les racines de l'unité

a)1-e=(1-cos6) —isin6, donc
1 _ (1 —cosB)+isinf _ (1 —cosB)+isinf
1-e¥ (1-cos0)?*+sin’0 2(1 = cos)

— de partie réelle %

b) Les termes k et n — k sont conjugués (w"~ k= wk) : S = S est réel, donc égal a sa partie

réelle. Para), S=(n—-1) x % = ”2;1

—T1" Yix = ok QM) _
c) Q=[] _; X —-w"), donc o =>
Q) =1+2+..+(n-1)="0-1.

_g= n(n—nl)/Z — ngl /.

1 —
Tt OrQ(l)=net

d)n= :%_j+1ij2.0r(1—j)(1—j2)=1—j—j2+1=3et(1—j2)+(1—j)=3,donc
_3_17_3-1

S—§—1— v

A 1 _1.5"1' 1 _n-1
Reponse.Rel_eie_i,zkzll_wk_n2 .

Correction de I’exercice 15 - Synthese : le polynome X3 — 3X + 1 et
cos(2m/9)

a) Avec 4 cos30 — 3cos6 = cos(36) :
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P(ZCOSG) =8c0s30 —6cosO+1=2cos(30) +1

b) P(2cos0) =0 =cos(30) = —= = 30 = +2” [2m]. Les angles 20 4; 857 conviennent (

3 x % =2m+ 2—3?). Ils sont dlstlncts dans [O,1:r], ou cos est 1nJect1f :
— les racines 2 cos 2 9 = 1,532, 2 cos 41 9 = 0,347, 2 cos%H =~ —1,879 sont réelles et

distinctes ; ce sont les trois racines de P.

C)01=Oet03=—12
_ 2o 4n 8m _ .
cos 4t + cos gt + cos 5 ;
— 8cos 2917 cos%cos% = —1, soit un produit égal a —%.

d) (2 cos 9)2 — 2 = 2c0s(20) : I'application envoie

2 4 8o 16m _ 2n 16m _ _ 2o
20039 l—>ZCos9 |—>20059 > 2 Ccos 2% -3 = 2cos <4 (cos 2% -5 Cos(ZH 9)).
e) Les seuls candidats rationnels sont +1 : P(1) = —1 et P(—1) = 3. Donc 2 cos 21 95 Q, et
CosS 2?” est irrationnel ; P, de degré 3 sans racine rationnelle, est irréductible sur (Q).

— Portée : ce fait est a la base de I'impossibilité de construire I’angle de %7 (la trisection
de ZTH) a la regle et au compas.

8m

Reponse. Racines 2 cos 22 2 cos 4L 2 cos 8 5

; somme des cosinus 0, produit —% ;
x - x? — 2 les permute ; cos 2Z ¢ (Q)
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