Chapitre 16 - Polyn6mes 1

Plaquette 4 - Relations coefficients-racines et factorisations
Polynomes — Prépa MPSI / MP2Il (1" année)

Exercices

Méthode

Les relations coefficients-racines permettent de calculer toute expression
symétrique des racines (2 x,~2, Xll ]_[x,-...) sans connaitre les racines, et, en sens

inverse, de trouver des nombres dont on connait la somme, les produits deux a deux
et le produit. Pour factoriser dans R[X], on factorise d’abord dans C[X] (racines de
I'unité, forme trigonomeétrique), puis on regroupe les racines conjuguées :

X -2)(X -2) = X* - 2Re(@)X + |2|*.

Exercice 1 - Sommes de puissances des racines

Soient x4, x5, X3 les racines complexes de P = X?-2X+5.
a) Donner o4, 05, 03.

b) Calculer s; = ¥,x;, s = 2 x7 et 3 L.

c) En utilisant x = 2x; — 5, calculer s; = > x3 et s, = > x}.

d) Combien P a-t-il de racines réelles ? Justifier a I’aide de s, et d’'une étude de
fonction.
J

Exercice 2 - Un systeme symétrique

Résoudre dans C° le systéme

Vs

X+y+z=2, xy+yz+zx = -1, xXyz = =2
a) Montrer que x, y, z sont les racines d’un polynome de degré 3 que I’on précisera.
b) Factoriser ce polyndme et conclure.
c) Combien le systeme a-t-il de solutions (triplets ordonnés) ?

d) Méme méthode pour x +y = 5, xy = 7 : les solutions sont-elles réelles ?

-
-

Exercice 3 - Racines en progression arithmétique

Soit P = X° — 9X* + aX — 15, a € R.
a) On suppose que les racines de P s’écrivent m —r, m, m + r. Déterminer m.
b) En déduire a, puis les racines.

c) Réciproquement, vérifier que pour cette valeur de a les racines sont bien en
progression arithmétique.

d) Généraliser : a quelle condition sur (p, q, s) le polynome X° — pxX? + gX — s a-t-il ses
racines en progression arithmétique ?
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Exercice 4 - Racines en progression géométrique

SoitP=X3>—7X*>+bX -8, b €R.
a) On suppose que les racines réelles de P s’écrivent ™, m, mr avec m, r réels non
nuls. Déterminer m.

b) En déduire b et les racines.

c) Montrer plus généralement que si x3 - sz + gX — s (s # 0) a ses racines en
progression géométrique, alors g3 = pS3s. Vérifier sur b).

-
G

Exercice 5 - Produit de sinus

Soitn = 2 et w = e27/",

a) Montrer que HZ:(X—(U") =1+X+...+x"" L

b) En déduire [];_, (1 — k) = n.

c) Montrer que |1 —e?| = 2|sin% , puis que
n]jl k
ko n
sin 2% =
k=1 no on-d
d) Vérifier pour n =3 et n =4.
S J

Exercice 6 - Valeur exacte de cos(2mn/5)

a) Factoriser X° — 1 dans C[X], puis dans R[X] sous la forme
X - 1)(X2 —aX + 1)(X2 —bX+1)aveca= ZCOSZTH etb = 2003%.

b) En identifiant avec X+x3+xP+ X+ 1, montrer quea+b = -1 et ab = —1.

c) En déduire cos%H = % et cos‘lTH = —%.

d) Application : exprimer le c6té d’'un pentagone régulier inscrit dans un cercle de
rayon 1.

-
-

Exercice 7 - Sommes sur les racines de l'unité

Soitn = 2 et w = e27/",

n-1 . .
a) Montrer que Ek _ Owk” vaut n sin | p et 0 sinon.

, . n-1 .
b) En déduire les sommes de Newton s, = >, _ ,(w*)” des racines de X" — 1.
Retrouver s; par les relations coefficients-racines.

c) Calculer EZ _ (1) (1 + k"

n> _ 2"+ 2cos

D 3 3_, et vérifier pour n = 6.

d) Montrer que Ep =0(3) <

-
-

Exercice 8 - Polynome dont les racines sont les carrés

Soient x4, x5, x3 les racines de P = x}-x-1.

a) Calculer 0y = X x7, 0y = >, _ x{x} et 03" = xix3x3.
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b) En déduire un polynéme unitaire Q de degré 3 dont les racines sont x7, x3, x3.

c) Retrouver Q directement : si x3 = x + 1, calculer x2(x2 — 1)%.

d) Méme question pour le polynome dont les racines sont les x%

-
-

Exercice 9 - Trois réels de somme nulle

On cherche les réels a,b,c telsquea+b +c=0etab + bc + ca = -3.
a) Montrer que a, b, ¢ sont les racines de x®-3x- p, ou p = abc.

b) Etudier f:x = x® — 3x — p et montrer que ses trois racines sont réelles si et
seulement si -2 = p = 2.

c) En déduire I'’ensemble des valeurs possibles du produit abc.

d) Donner a, b, ¢ lorsque abc = 2.

-
G

Exercice 10 - Sommes d’inverses

Soient x4, Xy, X3 les racines de P = x3-2x*-3x+1.

a) Calculer >, x% et 2%

b) Calculer >, en utilisant %.

1
1- X
c) Calculer >, .2

i=jXj*

-
-

Exercice 11 - L’équation (z + 1) = z»

Soit n = 2.

a) Montrer que les solutions de (z + 1)" = 2" sont les 2k = w"l— K l=k=n-1, avec
w = e2in/n

b) Montrer que zx = —% - %cotankTH. Que dire des parties réelles ?

c) Calculer la somme des z; par les relations coefficients-racines, et en déduire
n-—1 kir
2 - 1 cotani =

-
G

Exercice 12 - Utiliser une racine complexe connue

Soit P = X* — 2X° + 3X* - 2X + 2.

a) Vérifier que 1 +1i est racine de P.

b) En déduire, sans nouveau calcul de racine, un facteur de degré 2 de P dans R[X].
c) Factoriser P dans R[X] puis dans C[X].

d) Vérifier la somme et le produit des quatre racines par les relations
coefficients-racines.

-
-
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Exercice 13 - Factoriser X& + X4 + 1

a) Montrer que X +xt+1= (X4 + X%+ 1)(X4 -X%+ 1) (écrire
XB+xt+1=0*+1)%-xh.

b) Factoriser de méme X* + X* + 1 et X* — X* + 1 en produits de trindmes réels.
c) En déduire la factorisation de X° + X* + 1 en irréductibles de R[X].

d) Retrouver les racines complexes : montrer que ce sont les racines 12-iémes de
I’'unité qui ne sont pas racines quatriémes de l'unité.

Vs
-

Exercice 14 - Une somme sur les racines de lI'unité

.
1
n
~
"
N

Soitn = 2 et w = e27/",

a) Montrer que pour 6 ¢ 2nZ, Re —0 = %

b) En déduire S = Ek 17Tk (]ustlﬁer d’abord que S est réel).

c) Retrouver Savec Q=1+X+... + X" ! et la formule %((11)) = 2 . —1wk

d) Vérifier pour n = 3.

-
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Exercice 15 - Syntheése : le polynéme X3 — 3X + 1 et cos(2n/9)

Soit P = X3 — 3X + 1.
a) Montrer que P(2cos0) = 2cos(30) + 1.

b) En déduire les trois racines de P sous la forme 2 cos 6 ; montrer qu’elles sont
réelles et distinctes.

c) Par les relations coefficients-racines, calculer cos < 20 4 ¢os 457 + cos 81 9 I ot

9
2_ —_ 8_
COSs 911 COSs 1911 COSs 9

d) Montrer que x ~ x? — 2 permute circulairement les racines de P.

e) Montrer que P n’a aucune racine rationnelle. En déduire que cos 257 est irrationnel.

-
-
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