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Plaquette 4 – Relations coefficients-racines et factorisations
Polynômes — Prépa MPSI / MP2I (1ʳᵉ année)

Exercices

Méthode

Les relations coefficients-racines permettent de calculer toute expression
symétrique des racines (∑x2

i , ∑ 1
xi , ∏xi…) sans connaître les racines, et, en sens

inverse, de trouver des nombres dont on connaît la somme, les produits deux à deux
et le produit. Pour factoriser dans ℝ[X], on factorise d’abord dans ℂ[X] (racines de
l’unité, forme trigonométrique), puis on regroupe les racines conjuguées :
(X− z)(X− z) = X2 − 2Re(z)X+ |z|2.

Exercice 1 – Sommes de puissances des racines

Soient x1, x2, x3 les racines complexes de P = X3 − 2X+ 5.
a) Donner σ1, σ2, σ3.

b) Calculer s1 = ∑xi, s2 = ∑x2
i et ∑ 1

xi .

c) En utilisant x3
i = 2xi − 5, calculer s3 = ∑x3

i et s4 = ∑x4
i .

d) Combien P a-t-il de racines réelles ? Justifier à l’aide de s2 et d’une étude de
fonction.

Exercice 2 – Un système symétrique

Résoudre dans ℂ3 le système
x+ y+ z = 2, xy+ yz+ zx = −1, xyz = −2

a) Montrer que x, y, z sont les racines d’un polynôme de degré 3 que l’on précisera.
b) Factoriser ce polynôme et conclure.
c) Combien le système a-t-il de solutions (triplets ordonnés) ?
d) Même méthode pour x+ y = 5, xy = 7 : les solutions sont-elles réelles ?

Exercice 3 – Racines en progression arithmétique

Soit P = X3 − 9X2 + aX− 15, a ∈ ℝ.
a) On suppose que les racines de P s’écrivent m− r, m, m+ r. Déterminer m.
b) En déduire a, puis les racines.
c) Réciproquement, vérifier que pour cette valeur de a les racines sont bien en
progression arithmétique.

d) Généraliser : à quelle condition sur (p,q, s) le polynôme X3 − pX2 + qX− s a-t-il ses
racines en progression arithmétique ?
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Exercice 4 – Racines en progression géométrique

Soit P = X3 − 7X2 + bX− 8, b ∈ ℝ.
a) On suppose que les racines réelles de P s’écrivent m

r , m, mr avec m, r réels non
nuls. Déterminer m.
b) En déduire b et les racines.

c) Montrer plus généralement que si X3 − pX2 + qX− s (s ≠ 0) a ses racines en
progression géométrique, alors q3 = p3s. Vérifier sur b).

Exercice 5 – Produit de sinus

Soit n ≥ 2 et ω = e2iπ / n.

a) Montrer que ∏n− 1
k = 1 (X−ωk) = 1 + X+ … + Xn− 1.

b) En déduire ∏n− 1
k = 1 (1 −ωk) = n.

c) Montrer que |1 − eiθ| = 2 sin θ
2 , puis que

∏
n− 1

k = 1
sin kπ

n = n
2n− 1

d) Vérifier pour n = 3 et n = 4.

Exercice 6 – Valeur exacte de cos(2π/5)

a) Factoriser X5 − 1 dans ℂ[X], puis dans ℝ[X] sous la forme
(X− 1)(X2 − aX+ 1)(X2 − bX+ 1) avec a = 2cos 2π

5 et b = 2cos 4π
5 .

b) En identifiant avec X4 + X3 + X2 + X+ 1, montrer que a+ b = −1 et ab = −1.

c) En déduire cos 2π
5 = 5 − 1

4 et cos 4π
5 = −1 + 5

4 .

d) Application : exprimer le côté d’un pentagone régulier inscrit dans un cercle de
rayon 1.

Exercice 7 – Sommes sur les racines de l’unité

Soit n ≥ 2 et ω = e2iπ / n.

a) Montrer que ∑n− 1
k = 0ω

kp vaut n si n | p et 0 sinon.

b) En déduire les sommes de Newton sp = ∑n− 1
k = 0 (ωk)p des racines de Xn − 1.

Retrouver s1 par les relations coefficients-racines.

c) Calculer ∑n− 1
k = 0 (1 +ωk)n.

d) Montrer que ∑p ≡ 0 (3)
n
p =

2n + 2cos nπ
3

3 , et vérifier pour n = 6.

Exercice 8 – Polynôme dont les racines sont les carrés

Soient x1, x2, x3 les racines de P = X3 − X− 1.
a) Calculer σ1′ = ∑x2

i , σ2′ = ∑i < jx
2
i x2

j et σ3′ = x2
1x2

2x2
3.
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b) En déduire un polynôme unitaire Q de degré 3 dont les racines sont x2
1, x2

2, x2
3.

c) Retrouver Q directement : si x3 = x+ 1, calculer x2(x2 − 1)2.

d) Même question pour le polynôme dont les racines sont les 1
xi .

Exercice 9 – Trois réels de somme nulle

On cherche les réels a,b, c tels que a+ b+ c = 0 et ab+ bc+ ca = −3.

a) Montrer que a,b, c sont les racines de X3 − 3X− p, où p = abc.
b) Étudier f:x ↦ x3 − 3x− p et montrer que ses trois racines sont réelles si et
seulement si −2 ≤ p ≤ 2.
c) En déduire l’ensemble des valeurs possibles du produit abc.
d) Donner a,b, c lorsque abc = 2.

Exercice 10 – Sommes d’inverses

Soient x1, x2, x3 les racines de P = X3 − 2X2 − 3X+ 1.

a) Calculer ∑ 1
xi et ∑ 1

x2
i
.

b) Calculer ∑ 1
1 − xi

en utilisant P′
P .

c) Calculer ∑i ≠ j
xi
xj .

Exercice 11 – L’équation (z + 1)ⁿ = zⁿ

Soit n ≥ 2.

a) Montrer que les solutions de (z+ 1)n = zn sont les zk = 1
ωk − 1

, 1 ≤ k ≤ n− 1, avec
ω = e2iπ / n.

b) Montrer que zk = −1
2 − i

2cotankπ
n . Que dire des parties réelles ?

c) Calculer la somme des zk par les relations coefficients-racines, et en déduire
∑n− 1

k = 1cotankπ
n = 0.

Exercice 12 – Utiliser une racine complexe connue

Soit P = X4 − 2X3 + 3X2 − 2X+ 2.
a) Vérifier que 1 + i est racine de P.
b) En déduire, sans nouveau calcul de racine, un facteur de degré 2 de P dans ℝ[X].
c) Factoriser P dans ℝ[X] puis dans ℂ[X].
d) Vérifier la somme et le produit des quatre racines par les relations
coefficients-racines.
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Exercice 13 – Factoriser X⁸ + X⁴ + 1

a) Montrer que X8 + X4 + 1 = (X4 + X2 + 1)(X4 − X2 + 1) (écrire
X8 + X4 + 1 = (X4 + 1)2 − X4).

b) Factoriser de même X4 + X2 + 1 et X4 − X2 + 1 en produits de trinômes réels.

c) En déduire la factorisation de X8 + X4 + 1 en irréductibles de ℝ[X].
d) Retrouver les racines complexes : montrer que ce sont les racines 12-ièmes de
l’unité qui ne sont pas racines quatrièmes de l’unité.

Exercice 14 – Une somme sur les racines de l’unité

Soit n ≥ 2 et ω = e2iπ / n.

a) Montrer que pour θ ∉ 2πℤ, Re 1
1 − eiθ = 1

2 .

b) En déduire S = ∑n− 1
k = 1

1
1 −ωk (justifier d’abord que S est réel).

c) Retrouver S avec Q = 1 + X+ … + Xn− 1 et la formule Q′(1)
Q(1) = ∑ 1

1 −ωk .

d) Vérifier pour n = 3.

Exercice 15 – Synthèse : le polynôme X³ − 3X + 1 et cos(2π/9)

Soit P = X3 − 3X+ 1.
a) Montrer que P(2cosθ) = 2cos (3θ) + 1.
b) En déduire les trois racines de P sous la forme 2cosθ ; montrer qu’elles sont
réelles et distinctes.

c) Par les relations coefficients-racines, calculer cos 2π
9 + cos 4π

9 + cos 8π
9 et

cos 2π
9 cos 4π

9 cos 8π
9 .

d) Montrer que x ↦ x2 − 2 permute circulairement les racines de P.

e) Montrer que P n’a aucune racine rationnelle. En déduire que cos 2π
9 est irrationnel.


