Chapitre 9 - Primitives et intégrales 1

Plaquette 2 - Techniques de calcul de primitives

Primitives et intégrales — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Formes a reconnaitre (a une constante pres) :

a+1 . ’, ’
fuu fuﬁ=1nIUI f u > = arctanu IL=arcsinu
a+1 1+u 1 — u2
— f = larctanX=%; [ dx —1n<x+ x2+1>.
— Llnearlsatlon : cos?x = H%M, sin®x = %’ sin x cosx = _511122X_
ola+ibx
— Complexes : e”*cosbx = Ree@+PX gt [ela+bXdgy = ﬁ
’ — 2 .
— Angle moitié t = tan X : cosx = 1=t sinx = 2L dx = 2
2 1+t 1+t 1+t2
7 . b _ b
— Symeétrie : faf(x) dx = faf(a + b — x)dx.
b J

Correction de I'exercice 1 - Reconnaitre la forme

Chaque fois, on repere une fonction u et sa dérivée dans l'intégrande :

_ oo ua+1
=Injul,  Juue= a+1

a) tanx = —7(282’,? [— lncosx]”/4 g = TZ 0,347.
) —xlhx = —(Ei)l avec Inx >0 : [ln(lnx)]g =In2—-1Inl=1n2.

Qu=1+x3u=2a=-3:N1+x*]5=V2 -1=0414.
.5 /2
sinx, u' =cosx, a =4 : |:sme:| = %
0

Réponse. a)lnTz-b) 1n2-c)\/§—1-d)%

d) u

Correction de I'exercice 2 - Linéariser un produit

2
a) sin’xcos?x = % et sin‘u = % donnent
sin? x cos?x = 1. =C0S4x C8OS 4x
_ 1 _ Sin4x H/Z_l o _ IO -
A_S[x sin4x }0 =1xI-12019.

. 2ix _ o —2ixy2 dix _ —4i _ n .. .
b) Le produit vaut © % )" = o™ _21"6'e Z=2 21%054" : méme linéarisation.
¢) sin®xcos?x est %—périodique ; Sa moyenne sur [0, 2} est H//16 % ce qu’on lit
directement sur % (le cosinus est de moyenne nulle).
Réponse. A = ﬁ ; valeur moyenne %
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Chapitre 9 - Primitives et intégrales

Correction de l’exercice 3 - Puissance impaire : changer de variable

a) Avecu =cosx, u' = —sinx :
/2 5 —u/2
fo (1—COSzx)SinXdX=|:—COSX+COSTX:| =0—(—1+l)=%
0
b) cos3x = (1 — sin2x) cosx ; t=sinx, dt = cosxdx, bornes O et 1 :

— [t -tydt=1-1=2 <033

c) La méthode exige une puissance impaire de sin ou de cos : on met de c6té un facteur
sinx (ou cos x) qui devient le dt, et le reste, en puissance paire, s’exprime avec l'autre
fonction. Si les deux exposants sont pairs, il faut linéariser (exercice précédent).

Réponse. a) % - b) 12—5 - ¢) il faut un exposant impair, sinon on linéarise.
Correction de l'exercice 4 - Exponentielle fois cosinus

a) e*cosx = Reel )X et I’on intégre 1’exponentielle complexe :

I . (1+im _ _ Al _ -
foe(1+1)de:e 1= e 1=_(en+1)121

1+ 1+
— care=—1et 111. = 12_i. Partie réelle : —eHT"'l =~ —12,07.
b) Partie imaginaire du méme nombre : f g e*sinxdx = eHT*'l.
c) Notons C et S les deux intégrales. IPP (u' = e*) : C = [e*cos x]g +S=—-e"-1+8S, et
S =[eXsinx];— C = —C. D’ou 2C = —e” — 1 : méme résultat.
Réponse. fge"cosx = —eH2+ L et fge"sinx = e”T+1.

Correction de l'exercice 5 - Pole double

a) Coefficient du pole double : on multiplie par x? et on fait x = 0, b = 1. Pdle simple —1 :

on multiplie par x + 1 et on fait x = —1, ¢ = 1. Pour q, on regarde x X F(x) quand x = + :
O=a+c, donca=-1.
1 1,1 1
————=— + =+
xX2(x + 1) X x2 x+1

b) Primitive sur [1,2]: —lnx — % +In(x+1). Donc
—(—mz—%+m3)40—1+mm=hm—2m2+%=m%+%zozn.

c) L’intégrande décroit de % (enl)a % (en 2) : I'intégrale est entre 0,083 et 0,5 ; 0,21
est plausible.

Réponse. a = -1, b =c =1 ; intégrale = % + ln% = 0,212.

Correction de l’exercice 6 - Décomposer 1/(x3 + 1)

a) x3+1 = (x+ 1)(x> = x + 1), le trindme ayant un discriminant —3 < 0. On cherche
a_ 4 bx+c
x+1  x2—-x+1"

—a= = 11)2 = % (multiplier par x + 1 et faire x = —1) ;
— identification dans 1 = %(XZ —x+ 1)+ (bx+c)(x+1):terme en x?, b = _% ; terme
constant, ¢ = 2.

3
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Chapitre 9 - Primitives et intégrales

— =1 — 3 =-1p3=-3
b) x+2= 2(2x 1)+2.O(— Z,B—Z.
1 _1. 1 1. 2x—1 1. 1 .
ODonc - — =3 37" Ty T2 (X_%)er%Sur[O,l].
1
1 1 +1.2 2x—1
2In2 — =[In (x? x+1)] ——[arctani]
3 §] 02 J3 J3 o
— Le crochet du logarithme est nul (In1 —In 1) ; I’arctangente va de ——a%-% g
1n2 ~
Total : + 35 0,836.

—1In2

Réponse. fo X3d: [ =5+ 5 ~ 0,836

Correction de l'exercice 7 - Changement de variable t = tan(x/2)

a)cosx=coszj—s1n2§=cos (1—t2)etc032§= 1__ Puis x = 2arctant, donc
1+t
)= 2dt
1+t
b) Bornes:x=0=>t=0,x=%=>t=1.Le dénominateur devient
o4 1—t? _ 3+t
1+t 1+t2
1
— d'o Zdt =i[arctani] =2 .0=_1I ~(605.
ol =k Bly 3 6733

= (0,385, bien entre les valeurs extrémes = (en 0) et 1 (en H)

O n=3 T‘T

Réponse. f 0 dx - ; moyenne —2= = 0,385.

2 + cosx 3\/— 3/3

Correction de I’exercice 8 - Fliminer une racine carrée

a)u=\J1 +x,x=u2—1,dx=2udu;bornes1et2:

2
u -1 — | u®_ - (2 2)=§
2udu = 2[3 ul 2 3+3 3

b)[%(1+x)3/2 2(1 + x )”2]0 (-4)-(%-2)=4+4=8.

c)u=J/x,x=u?dx=2udu:
) — ot 1 _ ~
— Jog2ydu=2[y(1- 115 )du=2(1-1n2) = 0,614

Réponse. a) % -¢c)2(1—-In2) =0,614.

Correction de l'exercice 9 - Changement de variable hyperbolique

14+ —X

D+l 1 1 dx
= . Donc
x+ix2+1  Ix2+1 fo\/1+x2
b) x = sht, dx = chtdt, V1 + sh’t = cht; bornes 0 et T = argsh 1 = In (1 +v2) :

T2 _ [t sh2t] _ v, shtchrt
fochtdt—[§+ L }0_§+72

=1In(1+2) = 0,881.

a) On dérive :

— avecsht=1etcht=

J2 ﬁ“nz(l +V2) _ 1 148,
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Chapitre 9 - Primitives et intégrales 4

c) La longueur d’un arc de courbe y = f(x) est f \/1 +f (x)2 dx, et ici f(x) = x. On trouve
1,148, un peu plus que la corde ,/1 + % ~ 1,118 : cohérent.

Réponse. a) In (1 +2) - b) ﬁ“nél +V2) 1 148,

Correction de l’exercice 10 - Reconnaitre un arcsinus

On se rameéne a la forme de référence

J—%_ = arcsinu
1-u?

a)Va—x2 =21 -(x/2) etu= 3ou = % : [arcsin%](l) = arcsin% =& =0,524.

b)2x—x*=1-(x— 1)2 etu=x—-1:[arcsin(x — 1)]%% = arcsin% - arcsin(—%) = %
. ~ . 1/a 1
c) Comme en a) : arcsin X. Contrdle : -4 arcsin X = = .
a dx a \/1—x2/c12 \/az_xz

Réponse. a) % - b) % - ¢) arcsin .

Correction de I'exercice 11 - Deux intégrations par parties qui bouclent

a)u =1,v=sin(lnx), v = %lnx) :

e
I = [xsin (Inx)]] —flcos(lnx)dx =esinl —J

— Deméme J =[xcos(Inx)]]+I=ecosl—1+1I.

b) En remplacant :  =esinl —ecos1 + 1 —1, donc

= e(sinl —cosl)+1 ~ 0.909 et]= e(sinl +cosl)—-1 ~1.378
2 ’ 2 ! ’

1 i
c)x=el, dx=eldt:I= foetsintdt = Imelff_i1
IPP « qui bouclent » sont I’équivalent réel du calcul complexe.

, qui redonne la méme valeur. Les deux

e(sinl —cosl)+1 ~ 0,900.

Réponse. I = >

Correction de l’exercice 12 - Formule de réeduction

n-—1
a)lp=e—1.IPPavecu =1,v=(Inx)", v = %1

I, = [x(lnx)"]f—nfl(lnx)"_ldx =e—nl,_;

b)l;=e—(e-1)=1;I,=e—-2;I3=e—-3(e—2)=6—-2e = 0,563.

c)Sur[l,e],0<Inx<1doncO=<(lnx)"<1:0<I,<e—1.Alorsnl,_;=e—1I,est
borné, doncI,_;—-0etlI,— 0; parsuitenl,_,=e—-1,—e,soitl,_; ~ %, et donc
I,~—%&%-_~¢

n+1 n

Réponse. [, =e—nl,_,;I3=6—-2e;I,~ £.

Correction de I’exercice 13 - Valeur absolue et partie entiere

On utilise la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou l'intégrande a une
expression simple.

a)x’—1<0sur[-1,1]et=0sur[1,2]:
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1 2
2 2 _ _4,(8_-,_1 -4,4_38
S a=—xdax+ [ - 1)dx 3+(3 2 3+1) 1.+4-8

b) Sur [k, k + 1[, |x] = k (les valeurs aux points entiers ne changent pas l'intégrale) :

—f00+flxdx+f22xdx—0+ +5=13

k+1

c) Ek Ofk

Réponse. a) % - b) 12—3 - C

kdx = Ek ; ok = n(nz— D . c’est I'aire d’un escalier.

nn-1)
) =

Correction de l'exercice 14 - Primitive de 1/cos

a) t = sinx, dt = cosxdx ; bornes O et g :

fﬁ/Z dt =l|:1n1+t:|ﬁ/2=lln2+\/§
o T_2 20 1-tl 202
— avec la décomposition ! _1 = %(ﬁ + ﬁ)

b)gfg=(24+—@ =6+42 _342/7=(1+/2)% Dou

%111(1 +/2)*=1n(1 +F) ~ 0,881.

l(1 +tan2(1+ﬂ)>
Lo 2 2 4)) _ 1 — 1 =_1 I .
¢) Derivee : tan(’z‘ + %) 2sin (% + %) Cos (% + %) sin (x + %) cosx - En Z '

lntan =1In(1+/2).
Réponse. [, " A (1 +/2) = 0,881.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : astuces de symétrie

Principe : fbf(x) dx = fbf(a + b — x) dx (changement x = a + b — u).

a)x—i—uechangesmetcos I=] EtlI+]= fo ldx doncfz%
o _ 1 —tanx :1+tanx+1—tanx: 2
b) tan (Z X) 1+ tanx’ donc 1 + tan (4 X) 1 +tanx 1 +tanx’

c) Le changement de variable donne
m/4
— 2 I -
K—fo 1n1+tanudu 41112 K
— donc K = %1n2 =~ 0,272.
d) On a exploité une symétrie de l'intervalle qui transforme l'intégrale en elle-méme (ou

en une intégrale « complémentaire ») ; on obtient une équation en l'inconnue, sans
jamais chercher de primitive.

Réponse. [ = % ; K= %IHZ.
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