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Plaquette 3 - Propriétés de l’'intégrale,
inégalités et formules de Taylor

Primitives et intégrales — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Exercices

Méthode

Pour majorer ou encadrer une intégrale, on encadre l'intégrande puis on utilise la
croissance de l'intégrale (bornes dans le bon sens !). Pour montrer qu’une fonction
est nulle, on fait apparaitre 'intégrale d’une fonction continue positive d’intégrale
nulle. Pour une limite d’intégrales, on majore 1’écart a la limite supposée, ou I’on
integre par parties pour faire apparaitre un facteur % Les formules de Taylor avec
reste intégral transforment une approximation polynomiale en inégalité contrélée.

Exercice 1 - Positivité stricte

a) Soit f continue et positive sur [a, b] (a < b), d’intégrale nulle. Montrer que f = 0
(raisonner par ’absurde avec un point xg ou f(xg) > 0).

b) Montrer que le résultat est faux sans continuité.

1 1 1
c) Soit f continue sur [0, 1] telle que [, f = % Joxf)dx = % et [f = % Montrer que
f0) = x.

b
d) Soit f continue telle que f .f9 = 0 pour toute g continue. Montrer que f = 0.

Exercice 2 - Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f, g continues sur [a, b] (a < b).

b

a) Montrer que P(A) = fa (f+ 2‘1g)2 est un polynéme de degré au plus 2, positif sur R.
o b \? bob
b) En déduire <fafg> = fafafag .

b b
c) Pour f continue et strictement positive, montrer que f J f a% = (b- a)z.

d) Vérifier c) pour f(x) = x sur [1, 2].
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Exercice 3 - Encadrer une intégrale non calculable

1
Soit G = f 0 e dx (pas de primitive usuelle).

_ -u 1
a) Montrerque 1l —u=se <1473

pour u = 0.
b) En déduire 2 <G =< 7.
c) Donner une valeur approchée de G avec l'incertitude correspondante.

V A

Y

0,5

e™(—x?) (épaisse) entre 1 — x?> et 1/(1 + x?)

Exercice 4 - Intégrales de x" f(x)

1
Soit f continue sur [0, 1] et u, = [, x"f(x) dx.

a) Montrer que |u,| = % avec M = sup, q;|f]. En déduire u, - 0.

Ve
-

b) On suppose f de classe C'. Par parties, montrer que
1

(n+ Du, = A1) = [ x"T1f(x) dx.

c) En déduire nu, - f(1).

d) Application : f(x) = e*. Vérifier numériquement : 10uy = 2,280, 1000u¢go = 2,713.

-

-

Exercice 5 - Limite d’une suite d’intégrales

1
Soit J, = fo% pourn = 1.

a) Calculer J, et J,.

1
n+1°

c) En déduire la limite de (J,).
d) Vérifier avec J; = 0,8883 et J,, = 0,9381.

- J

Exercice 6 - Lemme de Riemann-Lebesgue

Soit f de classe C' sur [a, b].

b) Montrer que 0 =1 —-J, =<

b
a) Par parties, montrer que f JS(t) sin (At) dt N — 0.
— 400
sin (nt) dt

b) Application : limite de [ Z T+t

c) Calculer f gtsin (nt) dt et vérifier directement qu’elle tend vers 0.
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d) Interpréter en termes d’oscillations.

—
~— |

Exercice 7 - Formule de la moyenne

a) Soient f, g continues sur [a, b] avec g = 0. En encadrant f par m = minf et
b b
M = maxf, montrer qu'il existe c € [a, b] tel que [, fg =f(c) [, g.

b) En déduire lim, _ o+ L [ e’ dt.

c) Déterminer lim, _ o+ é f; tcostdt.

-
-

Exercice 8 - Taylor avec reste intégral

a) Pour f de classe Cz, montrer par une intégration par parties que

fx) = fla) + f(@(x — a) + [, (x = DF (D dt.

b) On admet la formule a ’ordre n. L’appliquer a exp en a = 0, x = 1 et montrer que
0< e—ELO% S e

c) Combien de termes faut-il pour obtenir e a 107° pres (utiliser e < 3) ?

-
-

Exercice 9 - Irrationalité de e

n N\ . V4 7
On pose S, = Ek -0 % et I’on admet, d’apres 1’exercice précédent,

_ e
O<e 5”57(n+1)!'
a) Supposons e = % avec p, q € N*. Montrer que A = q! (e — S ) est un entier.
b) Montrer que 0 <A = &

q+1-

c) Conclure (on pourra supposer q = 2).

-
-

Exercice 10 - Inégalité de Taylor-Lagrange pour sinus

. . 3 >
a) Montrer que pour tout réel x : ‘smx -x+ % = %

b) En déduire une valeur approchée de sin 0,5 et la précision garantie ; comparer a
sin0,5 = 0,4794255.

c) Sur quel intervalle [—a, a] I’approximation sinx = x — %3 est-elle garantie a 107*

pres ?

-
-

Exercice 11 - Développer In 2 par une intégrale

-1 _x\n
a) Montrer que pourt # —1 : ﬁ = EZzo(—t)k + (1_?,:.

(_1)k+1 1
k = n+1-

b) En intégrant sur [0, 1], montrer que |In2 — 2: —1

(_1)k+1

c) En déduire In2 = lim, ., >, _, =21 Vérifier pour n = 10 (Sy = 0,6456).

-
-
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Exercice 12 - La série de Leibniz pour it

-1
a) Comme dans l'exercice précédent, montrer que ZZ 0 2(k 1)1 +(-1) f 0T 1

b) Majorer le reste.

c) Combien de termes faut-il pour obtenir  a 1073 pres par cette méthode ?
Commenter.

Exercice 13 - Intégrale d’une fonction périodique

Soit f continue et T-périodique sur R.

a) Montrer que @(a) = fa +Tf(t) dt ne dépend pas de a (dériver @).

a

b) Calculer fgnlsin t|dt pour n € N.

c) En déduire lim, _ ;. % ) ; | sint| dt (encadrer x entre deux multiples de m).

- J

Exercice 14 - Aires entre deux courbes

a) Calculer I'aire du domaine compris entre les courbes y = yX et y = x2 pour
x € [0, 1].

b) Calculer 'aire du domaine compris entre y = sinx et y = cos x entre deux points
d’intersection consécutifs, % et 54—”.

c) Justifier dans chaque cas quelle courbe est au-dessus.

V A

0,5 t

Y

0,5 X

Les courbes y = Vx (épaisse) et y = x?

Exercice 15 - Synthése : I’'inégalité d’Hermite-Hadamard

Soit f convexe et continue sur [a, b] (a < b), dérivable en m = & 42- b
a) En utilisant la tangente en m, montrer que f( at b) f f.

1 (P @+ )
prala= O

b) En utilisant la corde entre a et b, montrer que 5

c) Application a f(x) = % sur [1, 2] : encadrer In 2.

d) Méme méthode sur [1, §] et [i, 2] : obtenir un encadrement plus fin de In 2.
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