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Plaquette 2 - Techniques de calcul de primitives

Primitives et intégrales — Prépa MPSI / MP2| (1 année)
Exercices

Méthode

Devant une primitive, on essaie dans I’ordre : (1) reconnaitre une forme u'f(u) ; (2)
linéariser un polynome trigonométrique, ou poser t = sinx / t = cosx quand une
puissance est impaire ; (3) passer par les complexes pour e’ cos bx ; (4)
décomposer en éléments simples une fraction rationnelle, avec la forme
canonique pour un trinéme sans racine ; (5) changer de variable (t = tan %,
u=Jax+b, x =sint, x =sht); (6) intégrer par parties, éventuellement deux fois
pour retomber sur l'intégrale de départ.

Exercice 1 - Reconnaitre la forme

Calculer, en reconnaissant une forme usuelle :

/4
a) fg tanx dx

d) fo cosxsin4xdx

J
Exercice 2 - Linéariser un produit

o/2 | 9 2
Calculer A = fO sin”x cos“xdx de deux fagons :

Vs

X = sm 2x

a) en écrivant sin x cos puis en linéarisant sin 2x

eix + e—ix>2

ix —ix 2
b) avec les formules d’Euler, en développant (e —€ ) ( 5

2i

, .2 ;.
c) Interpréter : quelle est la valeur moyenne de sin“x cos?x sur une période ?

Vs
-

Exercice 3 - Puissance impaire : changer de variable

m/2 , . . .
a) Calculer fo sin® x dx en écrivant sin®x = (1 — cos?x)sinx.

o/2 | 9 3 X
b) Calculer fo sin“x cos”xdx en posant t = sinx.

. , , .2
c) Pourquoi cette méthode échoue-t-elle pour sin”xcos?x ?
- J

Exercice 4 - Exponentielle fois cosinus

e(1 +1')x.

a) Calculer fge" cos xdx en passant par

b) En déduire, sans calcul supplémentaire, f ge" sin x dx.

c) Retrouver le résultat de a) par deux intégrations par parties.
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Exercice 5 - Pole double

1 b c
-+ =440 .
x*(x + 1) x?2 x+1

a) Déterminer q, b, c tels que

S

b) Calculer fiﬁ

c) Controler ’ordre de grandeur par un encadrement de l'intégrande.

S J
Exercice 6 - Décomposer 1/(x3 + 1)
a) Factoriser x3 + 1 et décomposer 3 1 N en éléments simples sur R.
X~ +
b) Ecrire 2_"—"'2 sous la forme «a 22x -1 > B )
x“—=x+1 x“=x+1 x*=-x+1

7 . 1
c) En déduire foﬁ = lnTZ+L

3/3°

- J

Exercice 7 - Changement de variable t = tan(x/2)

2

a) Justifier les formules cosx = pourt=tan%, x € ] — m, ml.

1+t 1+t
H/2 dX
b) Calculer f() ¥ cosx’
sdui 1 o
c) En déduire la valeur moyenne de > TGOS X sur [O, 5 }
g J

Exercice 8 - Eliminer une racine carrée

3
a) Calculer foﬁ dx en posant u = /1 + x.
X

b) Retrouver le résultat en écrivant —X— =1 + x — 1
1+x 1+x

1
c) Calculer de méme [, 127"&

Exercice 9 - Changement de variable hyperbolique

1

V1 + x2

a) Montrer que argshx = In (x +Vx%+1 ) est une primitive de

f(l) dx

\/1+x2.

1
b) Calculer fO\/1 + x2 dx en posant x = sht (on utilisera ch®t = %).

, et calculer

c) Interprétation : c’est la longueur de 1’arc de parabole y = X; pour x € [0, 1].

Pourquoi ?
& J

Exercice 10 - Reconnaitre un arcsinus

1
a) Calculer f 0 dx (factoriser 4 sous la racine).

V4 — x?
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_ 3/2

b) Mettre 2x — x* sous forme canonique et calculer [ /2 %
X=X

1

sur]—a,al (a > 0).
a®—x

c) Donner une primitive de

Exercice 11 - Deux intégrations par parties qui bouclent

Soit I = fjsin(lnx) dxet] = fjcos(lnx)dx.
a) Par parties, exprimer I en fonction de J, puis J en fonction de I.
b) En déduire I et J.

c) Retrouver I par le changement de variable t = In x.
G J

Exercice 12 - Formule de réduction

. € n
Pourn € N, soitI,, = f1 (Inx)" dx.

a) Calculer I, et montrer que I, =e —nl,_; pourn = 1.
b) En déduire Il, I2, .[3.
c) Montrer que 0 < I, < e —1 et en déduire nl,_; — e, puis I,, ~ &.

- J

Exercice 13 - Valeur absolue et partie entiére

2

a) Calculer [ _1 |x?2 — 1| dx en découpant l'intervalle.
3

b) Calculer fox[xj dx.

c) Pour n € N*, calculer fg [x]dx.

Y

-1,5 -1 -0,5 0,5 1 1,5 2

L'aire sous |x? — 1| entre —1 et 2

Exercice 14 - Primitive de 1/cos

1 _ cosx

= X
cosx 1 —sin“x

m/4 gy ..
a) Calculer [, <SX; en écrivant

et en posant t = sinx.

b) Montrer que le résultat vaut In (1 + J2).

c) Vérifier que x ~ In |tan (% + %>| est une primitive de ﬁ sur ]—E, %[

- J

N
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Exercice 15 - Synthese : astuces de symétrie

m/2

. m/2 ;
a) Soit I = fo %dx et]= fo ﬁdx. Montrer que I = J (poser

X = g — u) et calculer I +J. En déduire I.

b) Soit K = 7' “In (1 + tan x) dx. Mont 1+tan(Z - x) = —2
01 =Jo n an x) dx. ontrer que an (Z X) = m

c) En déduire K = %Inz par le changement x = % —-u.

d) Aucune de ces intégrales ne se calcule facilement par primitive : quel principe
commun a-t-on utilisé ?
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