Chapitre 1 - Raisonnement et ensembles 1

Plaquette 4 - Ensembles, applications et relations

Raisonnement et ensembles — Prépa MPSI / MP2Il (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Image directe f(A) = {f(x), x € A} ; image réciproque 1(B) = {x €E, f(x) € B}

(définie méme si f n’est pas bijective).

— finjective : V(x, X), f(x) = f(xX) = x = X’ ; surjective : VY€ F, Ix € E, y = f(x).

— g ° finjective = finjective ; g ° f surjective = g surjective.

— fDbijective ®3g, g f=idg et fo g = idg (alors g = fl).

— Relation d’équivalence : réflexive, symétrique, transitive ; ses classes forment
une partition. Relation d’ordre : réflexive, antisymétrique, transitive.

— Indicatrices :

lang =14l laup=1a+ 15— 1415, lz=1-1,4

- J

Correction de l’exercice 1 - Réunions et intersections indexées

a) 0 appartient a tous les intervalles. Si x # 0, il existe n avec % < |x| (Archimede), et
x¢ |[-1 11 .
n’n *
1 1[ _

N -5+ =

n=1
b) Chaque [% 1] C 10, 11. Réciproquement, si x € 10, 1], il existe n avec L < x: x € [% 1}.
Réunion : 10, 1].

c) Un réel x n’appartient pas a [n, +=[ dés que n > x : intersection vide. Tout x vérifie
|x] = n pour n assez grand : réunion = R.

d) a) donne {0}, qui n’est pas ouvert ; b) donne ]0, 1], qui n’est pas fermé. (Les
propriétés « ouvert » et « fermé » ne passent qu’aux intersections et réunions finies
respectivement.)

Réponse. a) {0} ; b) ]0,1]; c) @ et R; d) contre-exemples a) et b).
Correction de l’exercice 2 - Différence symétrique
a) x € AAB si et seulement si x est dans exactement un des deux ensembles, soit
|14(x) — 15(x)| = 1. Les indicatrices valant 0 ou 1, |a — b| = a + b — 2ab.
b) Modulo 2, 1405 =14+ 15. Donc
Laapiac =14+ 1+ 1¢ = Laaiac) [2]
— et deux indicatrices égales modulo 2 sont égales (valeurs 0 ou 1).
c) 1AAB=OQ]-A= 1B‘=7A=B

d) AAA = @ et © est neutre. Si AAX = B, alors AA(AAX) = AAB, soit X = AAB (analyse) ; et
AA(AAB) = B (synthese). Unique solution : X = AAB.

Réponse. 1,05 =1, + 15[2]; A associative ; X = AAB.
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Correction de I'’exercice 3 - Images directes et réciproques
a) f([—1,2]) =10,4] (le minimum O est atteint en 0).
FlIL,4) = {x:1=x2=4} =[-2,-11U[1,2]. f '([-4, —1]) = @ (un carré est positif).
b) AnB = {0}, fJANnB) = {0} ; mais fl{A) = f(B) =10,4] :
fLANnB) = {0} < [0, 4] = flA) N f(B)

c) Siy=f(x) avec x e AN B, alors y € f(A) et y € f(B). Si f est injective et y = f(a) = f(b)
aveca €A, beB,alorsa=beAnNB.

dxefi(CND)=fix)eCetfix) eDexef (C)nf D) : chalne d’équivalences.
Réponse. f([—1,2]) = [0,4], f'([1,4]) = [-2,-1]U[1,2]; flA N B) € flA) N f(B) en
général ; [ ! respecte N.

Correction de l’exercice 4 - Injective sans étre surjective, et inversement

a) 2n = 2n'=n = n’: injective. 1 n’a pas d’antécédent (nombre impair) : non surjective.

b) Tout m a pour antécédent 2m : surjective. g(0) = g(1) = 0 : non injective.

c) g(f(n)) = LZZ—”J =n, donc g ° f = idy. Mais f(g(n)) = ZL%J vaut n — 1 si n est impair :
gef=id, feg=id

— faun inverse a gauche, g un inverse a droite, sans étre bijectives.

d) Pour E fini, une injection E — E a une image de méme cardinal que E, donc égale a E :
elle est surjective. De méme, une surjection est injective. En cardinal fini, injectif =
surjectif = bijectif.

Réponse. f injective non surjective, g surjective non injective ; g f=1id, fo g # id.
Correction de I’exercice 5 - Composition et injectivité

a) Si f(x) = f(x), alors g(f(x)) = g(f(x)), donc x = X’ par injectivité de g - f.
b) Soit z € G : il existe x avec g(f(x)) = z, donc y = f(x) est un antécédent de z par g.

c) E={0}, F={0,1}, G = {0}, fl0) = 0 et g constante : g - f est injective (ensemble de
départ a un élément), mais g(0) = g(1).

d) (flege(geN=f"e(glog)ef=Ff"of=idg et de méme dans I'autre sens :
geH ' =f"eg?

— (on « défait » dans l'ordre inverse, comme on enléve ses chaussures avant ses
chaussettes).
, L L L .. -1 1
Réponse. g - f injective = finjective ; g o f surjective = g surjective ; (gef)” =f gL

Correction de l'exercice 6 - Une bijection de R sur ]-1, 1]

a) [f00)] = XL < 1; flox) = -2 = —fi).

1+ |x| 1+ |x|
b) f(x) a le signe de x. Pour y = 0, on cherche x = 0 : 1_’|‘_x =yex=y+xyex= %_y
(solution = 0, unique). Pour y < 0, par imparité, x = ILer

c) Chaque y € ] — 1, 1[ a un unique antécédent :

—1 _ y
fw =
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— (1-ly|=1-ysiy=0, 1+ysiy<0)
O (1) =t = rean=b o (-3) = = B9 = -

Réponse. f bijective de Rsur ] -1, 1], f (y) = ylyl'

Correction de I’exercice 7 - Une bijection de N2 sur N

a) ©(0,0)=0, o(1,0)=1, 9(0,1) =2, (2,3) =4 x7 -1 =27.

b) Si ¢(p, qQ) = ¢(p, q), alors 2°(2q + 1) = 2P (2q' + 1). Tout entier m = 1 s’écrit de fagon
unique 2" x (impair) (p = exposantde 2dans m) : p=p et2q+1=2q + 1.

c) Soitn € N: m=n+1 =1 s’écrit 2’k avec k impair, k = 2q + 1, et ¢(p, @) = n.
d)95+1=96=2"x3:p=5,2q+1=3,q=1.

@5,1)=32x3-1=95
— N?esten bijection avec N : il est dénombrable (« autant » de couples que d’entiers).
Réponse. ¢ bijective (écriture n + 1 = 2P(2g + 1)) ; ¢~ 1(95) = (5, 1) ; N2 dénombrable.
Correction de I’exercice 8 - Une relation d’équivalence sur R
a) Réflexive : x —x = 0 € Z. Symétrique : y — x = —(x — y) € Z. Transitive :
xX—z=x=—-y)+(y—2) €Z.
b) 173 =<3+k k€Z> 0=2
c) x—|x] €[0,1[ et x— (x — |x]) = |x] € Z : la partie fractionnaire est dans la classe.

Unicité : deux éléments de [0, 1[ difféerent de moins de 1 en valeur absolue ; si leur
différence est entiére, elle est nulle.

xN[0,1[ = {x—Ixl}
d) a=b =n|a—-b: mémes vérifications. Chaque classe contient un unique reste
re {0,...,n— 1} (division euclidienne) : n classes.

Réponse. Equivalence ; classes x + Z, représentant x — |x] € [0, 1[ ; modulo n : n classes.
Correction de I’exercice 9 - L’ordre de divisibilité
a)a|a;sia|betb|adansN",alorsa<b=<a:a=b;sia|beth]|c, alorsa|c. Non
totale: 2 {3 et 3 ¢ 2.

b) Minimaux : 2 et 3 (aucun autre élément de E ne les divise) ; pas de plus petit élément
(ni 2 | 3ni 3| 2). Maximal et plus grand : 12 (tous le divisent).

c¢) Minorants communs de 4 et 6 : leurs diviseurs communs 1, 2 ; le plus grand pour
I’ordre est 2. Majorants : multiples communs 12, 24, ... ; le plus petit est 12.

inf(4, 6) = pgcd(4, 6) = 2, sup (4, 6) = ppcm(4,6) =12

d) Sur Z*, 2| =2 et =2 | 2 avec 2 # —2 : I’antisymétrie tombe, ce n’est plus un ordre
(seulement un préordre).

Réponse. Ordre partiel ; dans E : minimaux 2, 3, plus grand 12 ; inf = pgcd, sup = ppcm.
Correction de I'exercice 10 - Calculer avec les indicatrices

a) 1,lgx)=1ex€Aetx€B.1-1,x)=1=x¢A.AUB =ANB donne
1—-1,u=(1—=1,4)(1-1p), dou la formule.
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b) 1;sg=1—-ab (ennotanta =14, b = 1p), et
lzus=01-a)+(1-b)-(1-a)(1-b)=1—-ab v

c) Avec a’ =a: lauBnwauc =(a+b—ab)(a+c—ac) =a+ bc— abc (apres
simplification), qui est 14, Bnc) = a + bc —abc v

d)1-140uc=0—-a)1-b)(1—-c); endéveloppant et en sommant sur x € E :

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|-|AnC|—-|BNC|+]|]AnBnNC|
Réponse. Tout se raméne a l'algébre de 0 et 1 (a®? =a) ; crible par 1 — 1, =[[(1 = 1).
Correction de I’exercice 11 - Théoreme de Cantor
a) Sia € D, par définition a ¢ f(a) = D : contradiction. Si a ¢ D = f(a), alors par définition
de D, a € D : contradiction.
b) Aucun a ne vérifie f(a) = D : D n’a pas d’antécédent, f n’est pas surjective.
c)l ef(l)et2€f(2): D=, qui n’est bien I'image d’aucun élément v
d) Pour |[E| =n:

|P(E)|=2">n

— Pour E = N, P(N) n’est pas en bijection avec N : il n’est pas dénombrable ; il y a des

infinis de tailles différentes. (L’argument est une « diagonale » : D différe de chaque
f(x) en I’élément x.)
Réponse. a € D = a ¢ D : contradiction ; pas de surjection E — P(E) ; P(N) non
dénombrable.

Correction de I’exercice 12 - Relations d’équivalence sur un ensemble a
trois éléments

a) x € x (réflexivité), donc les classes sont non vides et recouvrent E. Si X Ny 3 2, alors
X ~ z ~ y et, par transitivité, X = y : deux classes sont égales ou disjointes.

b) « Méme partie » est réflexif et symétrique ; transitif car un élément n’est que dans une
seule partie.

c) Partitions : {abc} ; {a}{bc}, {b}{ac}, {c}{ab} ; {a}{b}{c} :

1+ 3+ 1 = 5 relations d'équivalence (nombre de Bell B3)
d) Une relation est une partie de E 2 (9 couples) : 29 =512 relations, dont 5
d’équivalence, soit moins de 1 %.

Réponse. Equivalences < partitions ; 5 équivalences sur 3 éléments, parmi 512 relations.
Correction de l'exercice 13 - Compter injections et surjections

a) Une injection f réalise une bijection de E sur f(E) C F, donc |E| = |f(E)| < |F]|.

b) Images distinctes choisies successivement : 5 X 4 x 3 = 60 injections ; applications :

5% = 125.

c) Parmi les 2* = 16 applications, seules les 2 constantes ne sont pas surjectives :
2*—2=14

d) Par a), une injection imposerait 6 < 5. Autrement dit : 6 objets dans 5 tiroirs, deux

partagent un tiroir (deux antécédents d’une méme image).

Réponse. |E| < |F| ; 60 injections, 125 applications ; 14 surjections ; pas d’injection 6 = 5

(tiroirs).

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 1 - Raisonnement et ensembles 5

Correction de I’exercice 14 - Produit cartésien et parties

a) AxB={(1,x),(1,y),(1,2),(2,x),(2,y),(2,2)} ; Bx A contient (x, 1) # (1, x) : différents
(sauf cas particuliers), mais de méme cardinal 6.

b) P(A) = {®, {1}, {2}, {1,2}} (4 éléments), donc |P(P(A))| = 2* = 16.
c) (u,v) est dans les deux produits s u €A, veB,ueC,veD=(u,v) € ANC)x (BnNnD).
d) Non.A=D={1}, B=C={2}:(AxB)U(CxD)={(1,2),(2,1)} mais
(AUC)x (BUD) ={1,2}*>(1,1)
Réponse. |A X B|=6,AxB#BXxA; |P(P(A))| =16 ; N oui, U non.
Correction de I’exercice 15 - Synthese : images, images réciproques et
bijectivité
a) Six €A, f(x) € flA), donc x € f_l(f(A)). Siy = f(x) avec f(x) € B, alors y € B.

b) Si fest injective et x € f_l(f(A)) : flx) = fla) aveca € A, donc x =a € A.
Réciproquement, avec A = {x} :f_l({f(x)}) = {x}, donc f(x) = f(x) = x = x.

c) Si f est surjective et y € B, y = f(x) avec x € f_l(B) A f(f_l(B)). Réciproquement, avec
B =F:f(E) = ff"(F) = F.

d) 1 (A10, 1)) = ([0, 1]) = [-1,1]1 2 [0, 1] (f non injective) ;
fifFH(I-1,11) = fil—1,11) = [0,1] € [-1, 1] (f non surjective) :

Acf(fla), Ar'®)<B

Réponse. f injective = f 1(f(A)) = A ; surjective = f(f 1(B)) = B ; exemple x? : inclusions
strictes.
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