Chapitre 1 - Raisonnement et ensembles 1

Plaquette 3 - Modes de raisonnement :
récurrences, absurde, analyse-synthese

Raisonnement et ensembles — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Récurrence double : P(0) et P(1), puis (P(n) et P(n + 1)) = P(n + 2).

— Récurrence forte : P(n), puis (Vk € [[ng, nll, P(k)) = P(n + 1).
— Principe du bon ordre : toute partie non vide de N admet un plus petit élément
(équivalent a la récurrence).

— Descente infinie : il n’existe pas de suite strictement décroissante d’entiers
naturels ; un « plus petit contre-exemple » mene donc a une contradiction.

— Analyse-synthese :
analyse : solution = forme imposée synthese : forme imposée = solution
— La rédaction de la synthese est indispensable : ’analyse ne donne qu’une

condition nécessaire.
g J

Correction de l'exercice 1 - Récurrence double

a)u; =9-4=5u3=15-6=9,u,=27-10=17:2,3,5,9,17, soit 2" + 1.

b) P(n) : « un=2"+1 ».P0):2=14+1v;P1):3=2+4+1v SiPn)etP(n+1):
Upner =3R" T+ 1) —2Q"+1)=6-2"=2-2"+1=2""%211

c) u, ., dépend de deux termes : il faut supposer la formule aux rangs n et n + 1, et donc
initialiser aux deux premiers rangs.

Dr-3r+2=0r-1Dr-2):u,=2+pu2";up=2¢etu; =3 donnentA=pu=1v

Réponse. u, = 2" + 1, par récurrence double (deux initialisations).
Correction de I'exercice 2 - Récurrence forte : écriture en base 2

a)1=2%2=2"3=2"+2°

i i+1 as
: ;2 doncn+1=2 _2""" Si
n + 1 est impair, n est pair et s’écrit 21. e12’ avec tous les i = 1 (sinon n serait impair),
donc

b) Sin+1=2mavec 1l <m < n: par hypothése m =,

n+1=224>2

ier
c) Pair : on décale tous les exposants de 1, ils restent distincts. Impair : on ajoute 2°,
absent de 1’écriture de n (pair).

d)45=1+44,44=2x22,22=2x11,11=1+10,10=2x5,5=1+4,4 =22
45=2°+2342242°=32+8+4+1 v

Réponse. Récurrence forte (pair : ‘5 L . impair: n); 45 = 2°+ 23422420
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Correction de I’exercice 3 - Inégalité de Bernoulli
a)n=0:1=1vSi(1+x)"=1+nx, on multiplie par 1 + x = 0 (I'inégalité est
conservée) :

A+0)" " =20+l +x0=1+M+Dx+nx%=1+ M+ 1)x
b) Dans la multiplication par 1 + x, qui doit étre positif. Contre-exemple : x = -3, n=5:
(—2)5 = —-32 <1 -15 = —14, I'inégalité est fausse.
dx=4:(1+1) =1+4nxL=2

d)a"=(1+4+x)"=14+nx—+xcarx=a—- 1> 0 ; par comparaison, a" - +c.
Réponse. (1 + x)" =1+ nx pour x = —1 ; contre-exemple x = -3, n=5;
a"=1+n(a-1) - +ow.
Correction de l'exercice 4 - Ou est I’erreur ?
a) Avec 2 chevaux {cy,c,} : les « n premiers » sont {c;}, les « n derniers » {c,}. Leur
intersection est vide : rien ne relie les deux couleurs.
b) L’implication fausse est P(1) = P(2) :

{cq,...,cpyNn{cy, ....chns1t ={cy, ....,CL} #ZD=n=2
c) Pour n = 2, I'argument est correct (P(n) = P(n + 1)). Mais la chaine est rompue au
premier maillon : sans P(2) (qui est faux), on ne peut rien conclure.

d) L’hérédité doit étre valable pour tout n = ny, y compris le premier ; vérifier
I’argument sur le plus petit cas révele souvent une hypothese cachée (ici, « les deux
groupes se chevauchent »).

Réponse. L’'hérédité P(1) = P(2) est fausse : les deux sous-groupes ne se chevauchent
pas.

Correction de l'exercice 5 - Somme des cubes
ayn=1:1=1%v Hérédité :

n2(n +1)*
4

+(n+1)°=

(n+ 1)2(n2+4n +4) 3 ((n+ 1)(n+2)>2
4 - 2

b) S, k="0%Y Pourn=4:1+8+27+64=100=10"/

2 2
c) (20521) —(10511) =210°-55%=44100 — 3025 = 41 075.

nn+1)°> _ pt . N3 nt
d) — 7T (cohérent avec fot dt = T)'

2
Réponse. D k> = (n(n; 1)) ; Ef?kS = 41075 ; équivalent %4.

Correction de l'exercice 6 - Descente infinie

a) L’ensemble des x = 1 tels qu'il existe y = 1 avec x? = 2y? serait une partie non vide de
N : elle a un plus petit élément x,, associé a y,,.

b) x} = 2y(2) est pair, donc x( est pair (contraposée : un carré d’impair est impair) :
Xo = 2x;. Alors 4x§ = 2y2, soit y3 = 2x7 : y, est pair, y, = 2y,.

c) (2x1)* = 2(2y,)* donne
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2 _ 94,2 — Xo
X1 =2y7, 1sx1—7<x0

— Contradiction avec la minimalité de x, : aucune solution.

d) Si/2 = ¥ (x,y=1), alors x? = 2y? : impossible. V2 est irrationnel.

Réponse. Une solution minimale en fournirait une plus petite (%, %) : absurde ; /2 ¢ Q.

Correction de I’exercice 7 - Principe du bon ordre et diviseurs premiers

a) L’ensemble des diviseurs = 2 de n est non vide (il contient n) : il a un plus petit
élément d. Sid = ab avec 1 < a < d, alors a divise n et a < d : contradiction ; d est
premier.

b) n =dm avec m = 2 (car n n’est pas premier), et m est un diviseur = 2, donc m = d :
n=dm=d"

c) n est premier s’il n’a aucun diviseur d avec 2 = d < Jn. /221 = 14,9 : on teste
2,3,5,7,11,13; 221 =13 x 17 : non premier.

d) Si P(0) et P(n) = P(n+ 1), mais que F = {n : P(n) fausse} est non vide, soit m = min F.
m=#=0,doncm—1€ N et P(m — 1) est vraie (minimalité) :

P(m—-1)=P(m)
— contradiction avec m € F. Donc F = @.

Réponse. Le plus petit diviseur = 2 est premier et < /n si n est composé ; 221 =13 x 17.
Correction de I’exercice 8 - Analyse-synthese : une équation fonctionnelle

a) En remplacant x par 1 — x : f({1 — x) + 2f(x) = 1 — x. On multiplie par 2 et on soustrait la
relation initiale :

3f(X) =21 - x)—x=2-3x = f(x)=%—x

) =2 _ 2 _ _2 44 _ _
b) f(x) + 2f(1 - x) = ><+2(3 1+><)_3 x+2-2+2x=xv
2

c) L’analyse montre qu'une solution est nécessairement x ~ g—X (unicité), la synthése
qu’elle convient (existence).

d)Enl—x:f(1-x)+f(x)=1-x.Comparée a f(x) + f(1 — x) = x, cela impose x =1 — x
pour tout x : impossible pour x = 0. Aucune solution — I’analyse a ici abouti a une
contradiction, la synthese n’a pas lieu d’étre.

Réponse. Unique solution f(x) = % — X ; pour f(x) + f({1 —x) = x : aucune solution.

Correction de I’exercice 9 - Fonctions additives sur Q

a) x =y = 0 : f{0) = 2f(0), donc f(0) = 0. Puis f(x) + fl—x) = f(0) = 0.

b) f0-xX)=0v; flln+1)x)=f(nx)+f(x) =+ 1)f(x). Pourn<0:
flnx) = —f(—nx) = —(—n)f(x) = nf(x).

o af(§) =f(a-§) = fp) = pfA1) :
5)-f

d) Analyse : f(x) = ax pour tout x € Q. Synthése : x » ax est bien additive. Les solutions
sont exactement les x » ax, a € R. (Sur R, il faut une hypothese de plus, par exemple la
continuité, pour conclure de méme.)
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Réponse. f(x) = f(1) x sur Q : les solutions sont les applications linéaires x -~ ax.
Correction de I’exercice 10 - Racines rationnelles et absurde

a) p°>+pqg®+q>=0.Donc p| q° (car q°> = —p(p? + ¢?)) ; p étant premier avec q, il est
premier avec g3 et divise donc 1 (Gauss). De méme q | p°, donc q | 1.

b) Les seuls candidatssont 1 : 1+1+1=3#0et—-1—-1+1= -1 # 0. Aucune racine
rationnelle.

c) g(x) = x3 + x + 1 est continue, g(-1)=-1<0, g(0) =1>0:racine dans ] — 1, 0[ (TVI),
irrationnelle.

d) Pour x" +a,_x" "'+ - + a,, le méme argument donne q | 1 :
racine rationnelle = racine entiere divisant a,

Réponse. Seuls candidats 1, qui ne conviennent pas ; racine réelle irrationnelle dans
]1-1,0[.

Correction de I’exercice 11 - Récurrences sur des produits

a)l+ % = k-ltl : produit télescopique % X % x - x 1ELl = 41, Récurrence :
1 _
(n+1)<1+m>—n+2-/

b)1!=1=2°v.(n+1)=m+1D)n!=22x2""1'=2"carn+1=2.

)1-L=C=Dk+D o5 1-1=3=241 Héredité -

k k 4 4 2 X2
n+1,nn+2) _ n+2
2n i n? | 2+ 1)
n+1 1
d) 2n 2
, -1 n
Reponse.H(1+%)=n+1;n!22” ;szz(l—%)=”2“;1—>%.

Correction de l’exercice 12 - Récurrence et divisibilite

ayn=0:3+4=7vSi3"" +2"*2 =7k .
32n+3+2n+3=9_32n+1+2'2n+2=9_7k_7.2n+2

— (car 9-3*"*1 = 9(7k — 2" ?)), multiple de 7.

b)32""1=3.9"=3-2"et2""?=4-2": somme =7-2"=0 [7].

c)n=0:0vSi9"=8n+1+ 64k :
9"*!1 _8(n+1)—1=9(8n+1+64k) — 8n—9 = 64n + 576k = 64(n + 9k) v

dn=2:3"+2"=243+16=259=7%x37v;81-16—-1=64 v
Réponse. 7 | 37" "1 +2"%2,64|9"-8n—1;n=2:259=7x 37, 64.
Correction de I'’exercice 13 - Fibonacci : identités par récurrence
a)n=1:F,F,—F; = —1 v Hérédité :

FpyoFn—Fay1=(Fnp1+F)F,—Fa 1 =F-+F, 1(Fy—Fny1) =Fa—F, 1 F_ 1 =—(-1)"=(-1)
v

n+1

b) Un diviseur commun de F, et F,,, divise F,,_y =F,,,—F,, donc F,, . 1F, _ —F,21 ==x1
: il vaut 1.
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C)Fi=1=¢°, F,=1<¢@v SiF,<¢" 'etF,,;<¢":
=" e+ =09

Fn+25(Pn+(Pn_ n+1

d) 55 =76 v (en fait F, ~ %, soit = 55 pour n = 10).

Réponse. Cassini par récurrence ; pgcd(F,, F,,+1) = 1; F, < ¢"~ ! par récurrence double.
Correction de l'’exercice 14 - Triplets pythagoriciens et parité

ayn=2k:n?>=4k>=0;n=2k+1:n*=4(k*+k) +1=1[4].
b) Si a et b sont impairs, c? = a? + b* = 2 [4], reste impossible pour un carré :
contradiction.

a>+b*=1+1=2[4]
c) Les carrés sont = 0 ou 1 [3]. Si aucun des trois n’était multiple de 3 :
a’+b*=1+1=2[3], alors que c? = 1 : contradiction.
d) (3,4,5) : 4 pair, 3| 3; (5,12,13) : 12 pair et multiple de 3 ; (8,15,17) : 8 pair, 3| 15 v

Réponse. Carrés = 0 ou 1 [4] ; a, b impairs donnerait c? =2 [4]; I'un des trois est
multiple de 3.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : le probleme des pieces de 3 et 5
a) 3,5, 6 =3+ 3 sont payables; 1, 2,4, 7nelesontpas (7—3=4et7—5=2ne sont
pas payables).

b)8=3+5,9=3+3+3,10=5+5. Soit n = 10 tel que toutes les sommes de 8 a n
soient payables ; alors n — 2 = 8 est payable, et

n+l=mn-2)+3

— l’est aussi (une piece de 3 de plus).

c) L’hérédité utilise le rang n — 2, trois crans en arriere : pour atteindre 11 il faut 8, pour
12 il faut 9, pour 13 il faut 10. Chaque classe de reste modulo 3 a besoin de son
initialisation.

d) 3 x5—-3—-5=7:c’est bien la plus grande somme impayable v (théoreme de
Sylvester).

Réponse. Impayables : 1,2,4,7 ; tout n = 8 est payable (récurrence forte, trois
initialisations) ;ab—a—b = 7.
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