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Plaquette 5 - L’anneau Z/nZ, théoreme chinois et corps finis

Structures algébriques — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

L’anneau Z/ nZ.

— k est inversible si et seulement si k A n = 1 ; 'inverse se calcule par une relation
il
de Bézoutuk+vn=1:k =T1u.
— Z/nZ est un corps < il est intégre = n est premier.

— Equation ax = b, avec d = a A n : solutions si et seulement si d | b;ilyen aalors
d.

— Théoreme chinois : si m A m" = 1, ’application suivante est un isomorphisme
d’anneaux :

Z|mmZ->7Z|mZXxZ]|mZ, k mod mm’ ~ (k mod m, k mod m")

— Indicatrice d’Euler : ¢(n) = card(Z/ nZ)> ; e(mm’) = p(m)e(m)simam =1 ;
@(p*) =p*—p"~L.

— Fermat-Euler: ¢ =1 (modn)siaAn=1;a°=a (mod p)pour p premier.

— Dans un corps, un polynéme non nul de degré d a au plus d racines, et
xy=0=x=0o0uy=0.

- J

Correction de l’exercice 1 - Equations du premier degré modulo n

On regarde d’abord si @ est inversible, via d = a A n. La regle :

ax = b a des solutions =d | b, etilyen a alorsd

—a)7A12=1:7estinversible, et 7x7 =49 =4 x 12 + 1 donne 7 - = 7. Donc
x=7x3=21=09.Controle: 7x9=63=60+3 .
— b)d =410 = 2 divise 6. On traduit : 10 | 4x — 6 = 5| 2x — 3, soit 2x = 3 dans Z/5Z ;

2 . 3,doncx=9=4 (mod 5). Modulo 10 : x € {4, 9}, deux solutions. Controéle :
16=6et36=6 (mod10) v.

— ¢)d =6 A9 = 3 ne divise pas 4 : aucune solution (6x — 4 n’est jamais multiple de 3).

— d)d =15 21 = 3 divise 9 : on simplifie en 5x =3 (mod 7).5_1=§dans Z]7Z (
15=14+1),doncx=9=2 (mod?7):x€ {2,916} dans Z/21Z. Contréle :
15x2=30=9 (mod?21) v.

Piege : dans b), « diviser par 2 » I’égalité 4x = 6 n’est pas permis dans Z/10Z (2 n’y est

......

Réponse. a) x =9 - b) x € {4,9} - ¢) aucune solution - d) x € {2,9,16}.
Correction de I'exercice 2 - Equations du second degré dans Z/pZ

a) Z/ pZ est un corps et 4a # 0 car p est impair : on peut multiplier par 4a (et diviser par
2a). On développe :

4a (ax2 + bx + c) = (2ax + b)* — <b2 — 4ac>
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-b=+6
2a _
solutions si A est un carré non nul, une si A = 0, aucune si A n’est pas un carré.

— donc les solutions sont les x =

, ou 6 parcourt les racines carrées de A : deux

b) Dans Z/7Z:A=1-4=-3=4=2".Avec2 =% :

— x=(-14+2)x4=4o0ux=(-1-2)x4=-12=2.Contréle : 4 +2+1 =7 et
16+4+1=21, tousdeux =0 v.

— Dans Z/5Z : A = =3 = 2. Les carrés modulo 5 sont 0,1,4 : 2 n’en est pas un, aucune

solution. Contréle direct : pour x =0,1,2,3,4, x>+ x+ 1vaut 1,3, 7,13, 21, soit
1,3,2,3,1 modulo 5 v.

C) 12 = 1, 32 = 9, 52 = 25, 72 = 49 sont tous = 1 (mod 8), les carrés pairs non : quatre
solutions 1, 3,5, 7.

— Ce n’est pas contradictoire : « au plus 2 racines pour un degré 2 » suppose un corps
(ou un anneau intégre). Dans Z/8Z, (x — 1)(x + 1) = 0 n’impose pas un facteur nul :
2 x4 =0 pour x = 3.

Réponse. Forme canonique valable pour p impair ; dans Z/7Z : x € {2,4} ; dans Z/5Z :
aucune; x°=1a quatre solutions dans Z/8Z (non integre).

Correction de I'exercice 3 - Le théoreme chinois

a) Sik =k’ (mod mm’), alors m et m’ divisent k — k’ : les images sont égales, y est bien
défini. Il respecte somme, produit et unité, qui se calculent composante par composante.
b) Si w(k) = (0,0), alors m | k et m" | k, donc ppcm(m, m’) = mm’ divise k (carmAm’ = 1) :
le noyau est nul, y est injectif. Les deux ensembles ont mm’ éléments : y est bijectif, c’est
un isomorphisme d’anneaux.

ZimmZ=7Z|mZXxZ|mZ (mam =1)
cum=1—-um=1 (modm)etum=0 (modm), donck=a (mod m).
Symétriquement um =1 (mod m)etk=b (mod m).
d) On procede en deux temps.
— Modulo3et5:2x3—-1%x5=1,doncu=2,u =-1, et
k=3x2x3+2x(-1)x5=18—-10 = 8. Vérification: 8 =2 (mod 3),
8=3 (mod 5) v. Les solutions sont les x =8 (mod 15).
— Modulo 15et7:x=8+15t=1+t (mod 7) doit valoir 2, donct=1 (mod 7), et
x = 23.

Controle : 23 =7%x3+2=5%x4+3=3x7+2 v. Les solutions sont les 23 + 105k ; la
plus petite est 23.

Réponse. y isomorphisme d’anneaux ; k = bum + au’'m’ ; le plus petit entier cherché est
23 (solutions 23 + 1057Z).
Correction de l’exercice 4 - Indicatrice d’Euler
a) Un isomorphisme d’anneaux envoie les inversibles sur les inversibles. Par le théoréme
chinois :

(Z/mm'Z)* = (Z|mZ)* x (Z|/ mZ)™
— et les cardinaux donnent g¢(mm’) = @(m)e(m’).

b) Parmi 0, 1, ..., p* — 1, un entier n’est pas premier avec p si et seulement s’il est
multiple de p : il y en a p*~ 1. Donc @(p*) = p* —pk~! = pk(l - %)

c) On décompose n =[] pf.‘f (facteurs deux a deux premiers entre eux) et on applique a)
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puis b) :

— o =TIps(1- %) =nll(1- %)

— 360=2°%x3%x5:¢(360)=4x%x6x4=096.

— 1001 =7%x11%x13:¢0(1001)=6x10x12 = 720.

d) Pour n = 3, k » —k est une involution de (Z/nZ)™ sans point fixe : kK = —k donnerait

n | 2k, puis, k étant premier avec n, n | 2. Les inversibles se regroupent donc en paires
{k, =k}, et leur nombre est pair.

— Controéle : (360) = 96 et (1 001) = 720 sont bien pairs.

Réponse. ¢ multiplicative ; p(p*) = pX - p*~1; o(n) = n[] (1 - %) ; ©(360) = 96,
@©(1001) = 720 ; @(n) pair pour n = 3.

Correction de l’exercice 5 - Le théoreme de Wilson

a)x=xltex?=T=(x-1)(x+1)=0.Le corps Z/ pZ étant intégre :
=1

x? ex=1loux=-1

b) Pourp=2:1!= -1 (mod 2). Pour p impair, 1 # —1. Les éléments de {2,...,p — 2}
sont distincts de leur inverse, qui est dans le méme ensemble : ils se regroupent en
paires {x,x" '} de produit T. Il reste T et —1, d’ou

(P-3)/2 _
=-1

p-DI'=1x(-1)x1
c)6!=720=7%x103-1:720=-1 (mod 7) v. 10! =3628800=11 % 329891 —1:
10!=-1 (mod 11) v.
d) Si n n’est pas premier, n = ab avec 1 < a < n. Alors a figure parmi 1, ...,n — 1, donc
al|(n-1)~ Sil'on avait (n —1)! = gn — 1, alors a diviserait gn — (n — 1)! = 1 : absurde.
Bilan : Wilson caractérise les nombres premiers, mais ce critére est inutilisable en
pratique ((n — 1)! est gigantesque).

Réponse. x>’ =Teox=+1;(p—1)!=-1 (modp); 720 = -1 (7), 10! = -1 (11) ;
réciproque vraie.

Correction de I’exercice 6 - Clé de controle de I'ISBN

a) Avec (a4, ...,a9) =(2,0,7,0,3,6,0,0,2) :

9
D ia;=2+21+15+36+18 =92
i=1
— il faut 92 +10a,, =0 (mod 11).0r92=88+4=4et10=-1:4—-a;,9=0, donc
aio=4.Contréle : 92 +40=132=12x 11 v.

b) Si a; devient a;” # a;, la somme varie de i(a; —a;), avec 1 =i<10et 0 < |a;/ —a;| = 10.
Aucun des deux facteurs n’est multiple de 11, et Z/11Z est intégre : i(a; —a;) # 0. La
nouvelle somme n’est plus = 0 : erreur détectée.

C) Echanger a; et a; (i <j) fait varier la somme de ia; + ja; — ia; — ja; = (j — i)(a; — a;). Les
deux facteurs sont non nuls et strictement inférieurs a 11 en valeur absolue : par
intégrité, la variation est non nulle modulo 11.

d) Tout repose sur l'intégrité de Z/11Z (11 premier). Modulo 10, 2 x5 = 0 : avec des
poids i, un 5 remplacé par un 7 en position 5 change la somme de 5 X 2 = 10 = 0, erreur
invisible. Le prix a payer est la clé « X » pour 10.

Réponse. a,; = 4 ; toute erreur simple et toute transposition sont détectées car Z/11Z
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est intégre ; modulo 10, 2 x 5 = 0 masquerait des erreurs.
Correction de l'exercice 7 - Le chiffrement RSA en miniature

a) 9(143) = p(11)p(13) =10 x 12 = 120. On cherche 7d =1 (mod 120) ; Euclide :
120=17x7+1,donc1=120—-17x7etd = —-17 = 103. Controle :
7x103=721=6x120+1 v.

b)ed=1+kpn)=1+k(p—1)(q—1) avec k = 0.
— Sip| m:les deux membres sont nuls modulo p.

k(q—1)
— Sinon, Fermat donne mP~! = 1, donc m¢? = m(mp_l) Y =m (mod D).

De méme modulo q. Ainsi p et q divisent m®® — m, donc pq = n aussi (premiers entre
eux) :

mé =m (mod n)

)2’ =128 <143 :¢c=128.

d) Modulo 11 :128 =121+4+7 =7, et 7'° = 1 raméne I'exposant 103 a 3 :

73 =343 =341+2=2.

— Modulo13:128 =117+11=-2,et103=8x12+7:(-2)" =—-128=-130+2 = 2.
— Le résultat vaut 2 modulo 11 et modulo 13, donc 2 modulo 143 : on retrouve m =2 v.

Sécurité : connaitre d revient a connaitre @(n), donc a factoriser n. Avec n de plusieurs
centaines de chiffres, c’est hors de portée.

Réponse. ¢(n) = 120, d =103 ; m* =m (n); c = 128; 128'% =2 (mod 143).

Correction de l’exercice 8 - Un corps a quatre éléments

> (0+1 0+1\ (11 (TN
a)A _<0+1 1+1>_<T 6>,etA+I2—<T 6>.egahte.
b) Les coefficients sont modulo 2, donc M + M = 0 pour toute matrice. On note
B=A+1,.
— Addition: I, +A=B,I,+B=A,A+B=1,,etX+X=0.
— Produit: A>=B;AB=A*+A=B+A=1,; B =A*+2A+1,=B+1,=A.

Toutes les sommes et tous les produits restent dans F4, qui contient I, : sous-anneau. Il
est commutatif (tout est polynome en A). Enfin :

;'=1,, A'=B, Bl'=A
— tout élément non nul est inversible : F, est un corps a 4 éléments.

c) (Fy4, +) : trois éléments d’ordre 2 (X + X = 0), c’est le groupe de Klein.
(Fy, X) = {IZ,A,A2 = B} avec A3 =AB = I, : cyclique d’ordre 3, engendré par A.
d) Dans Z/47Z, 2 x 2 = 0 : 2 est diviseur de zéro, pas un corps. De plus (Z/47Z, +) est

cyclique alors que (Fy4, +) ne I'est pas : les deux anneaux ne sont méme pas isomorphes
comme groupes additifs.

. 2 ., .
Remarque : A est une racine de X + X + 1, qui n’a pas de racine dans Z/2Z ; on a
« ajouté » une racine comme on ajoute i a R.

Réponse. A=A+ I, ; F, est un corps Al=A+ I) ; groupe additif de Klein, groupe
multiplicatif cyclique d’ordre 3 ; Z/4Z n’est pas un corps.
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Correction de I’exercice 9 - Un corps a neuf éléments

a) Les carrés modulo 3 sont 0% = 0, 1% = 1, 2?2 =4 =1 :ils valent 0 ou 1. Une somme de
deux d’entre eux vaut 0, 1 ou 2, et vaut 0 seulement si les deux sont nuls.

b) Comme dans C, on multiplie par le conjugué :
(a+bi)a—-bi)=a*+b’

— sia+bi=0,ad*+ b2 20 par a), donc inversible dans le corps Z/ 3Z, et
(a + bi)_1 = (a® + bz)_l(a — bi). K est un corps a 9 éléments.
— PourT+i:a?+b*=2, dinverse2 (2x2=4=1),donc (T+i) ' =2(T—1i) =2 +i.
Controle: (1 +1)2+i)=2+i+2i—-1=1+3i=1 v.
C)Avecz=T+i:22=1+2i—1=2i,2*=@2i)*=4i*=-4=72, donc 28 =4 = T. L’ordre
de z divise 8 mais pas 4 (2* =2 # 1) : il vaut 8 = cardK”, et z engendre K", qui est
cyclique.
d) Modulo5: (2+1i)(2—-i) =4+ 1 =5 =0, avec deux facteurs non nuls : I’anneau obtenu
n’est pas integre, donc pas un corps. La différence vient de ce que —1 est un carré
modulo 5 (22 =4 = —1) mais pas modulo 3.

Réponse. Les carrés modulo 3 sont 0,1 ; K est un corps a 9 éléments, (1 + i)_1 =2+4+1i;
1+1id’ordre 8 ; modulo 5, (2 +i)(2 —i) = 0.

Correction de l'exercice 10 - Sous-corps de C

a) K contient 1, donclesn=1+... + 1 et leurs opposés : Z C K. Pour ¢ # 0, g~* € K, puis
% =pq ! € K. Donc

Q C K pour tout sous-corps K de C

b) Soit (K;) une famille de sous-corps et K = ﬂKj. 1€K;six,y€K, x—yetxysont dans
chaque Kj, donc dans K ; six € K\ {0}, x~! est dans chaque K;. C’est un sous-corps.

c) Q@) contient 1, est stable par différence, et par produit :
(a+1ib)(c +id) = (ac — bd) +i(ad + bc). Pourz=a+ib# 0 :
— 1= LZ =—4 —j b 5, a coefficients rationnels : c’est un sous-corps.
|z| a’+b a’+b
— Un sous-corps K contenant i contient Q (par a)), donc tous les a +ib avec a, b
rationnels : Q(i) C K.

Exemple : -1- =221 =2 _lie Q).

d) Non : 2 € Z[i] mais % ¢ Z[i] (et plus généralement, seuls +1, +i y sont inversibles). Q(i)
est le plus petit corps contenant Z[i].

Réponse. Q C K ; intersection de sous-corps = sous-corps ; Q(i) est le plus petit
sous-corps contenant i ; Z[i] n’est pas un corps.

Correction de I'exercice 11 - Générateurs de (Z/11Z)* et échange de clés

a) Par Lagrange, I’ordre de 2 divise cardG = 10 : c’est 1, 2, 5 ou 10. On teste les
diviseurs stricts :

2'=2, 2°=4, 2°=32=33-1=-1
— aucun ne vaut 1 : 2 est d’ordre 10 et engendre G.

b) G =Z/10Z par k l—»fk ; les générateurs sont les fk aveck A10 =1, soitk € {1,3,7,9}
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—21=22%3=8,2"=128=121+7=7,2°=512 =506 + 6 = 6. Générateurs : 2,6, 7,8 (
@(10) = 4 générateurs).

c) Puissances successives : 2,4,8,16 =5 : k = 4. Controle : 24=16=11+5v.
d)A=2>=8etB=2"=5.

— Alice calcule B*=5=125=121+4 = 4.

— Bob calcule A” =8*=4096 =372 x 11 + 4 = 4.

Les deux obtiennent 4, car B = g% = AP, Un espion connait g, A, B ; pour retrouver la
clé, il doit résoudre un logarithme discret comme en c), infaisable pour des p de plusieurs
centaines de chiffres.

Réponse. 2 d’ordre 10 ; générateurs 2,6,7,8 ; k =4 ; A =8, B =5, clé commune 4.
Correction de I’exercice 12 - Le chiffrement affine

a) Si a est inversible, y = ax + b = x = a~'(y — b) : bijection. Si a n’est pas inversible, a est
diviseur de zéro (Z/26Z, exercice des diviseurs de zéro) : ac = 0 avec ¢ # 0, et
fap(©) = f, ,(0), pas injective.

— a inversible @ a A 26 =1 : ¢(26) = @(2)p(13) = 12 choix, et 26 choix de b :
12 x 26 = 312 clés.

b) fa,b ° Cld(x) =a(cx+d)+ b =acx + (ad + b), avec ac inversible ; id = fl,O ; la réciproque

x + a~x —a~'b est encore affine. C’est un sous-groupe du groupe des permutations de
Z|26Z.

c)M=12,A=0,T=19,H="7, ety = 5x+ 8 modulo 26 :

— M:68=52+16-16=Q;A:8=1;T:103=78+25-25=2Z;H:
43=26+17-17=R.

MATH devient QIZR.
d)5x21=105=4%x26+1, donc5 ' =721 et
x =21(y—8) mod 26

— 0Q:21x8=168=156+12-M;1:0-A;Z:21%x17=357=3384+19-T;R:
21 x9=189=182+ 7 - H. On retrouve MATH v .

Faiblesse : chaque lettre est toujours chiffrée de la méme facon ; une analyse des
fréquences (le E est la lettre la plus courante) casse le code.

Réponse. Bijection @ a A 26 = 1, 312 clés ; groupe pour - ; MATH — QIZR ; déchiffrement
x=21(y—8).

Correction de l'exercice 13 - Calculs de restes

On calcule dans I’anneau Z / nZ adapté, en réduisant I’exposant grace a I’ordre de
I’élément.

a) Modulo 10 : 72=49=9, 7 =81 = 1. Comme 2026 = 4 x 506 + 2,
506
72026 _ (74) x7°=9 (mod 10)
— le dernier chiffre est 9.

5
b) 3'°=59049 = 49 (mod 100), puis 32° = 49?2 = 2401 = 1. Donc 3'%° = (320) =1:les
deux derniers chiffres sont 01.
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c) Modulo7:3%""!1=3x9"=3x2"car9=2, et 2""% =4 x 2". La somme vaut
7 x 2" =0: 7 la divise.

— Contrdlepourn=1:3°+22=27+8=35=5x%x7v.

d) Par Fermat, 212=1 (mod 13) : il suffit de connaitre 21% modulo 12.
210=1024=85x12+4,donc 2> =2*=16=3 (mod 13).

Méthode : I'exposant se réduit modulo I’ordre (ou modulo p — 1), jamais modulo p.

Réponse. a) 9-b) 01 -¢) 3" "1 +2"*2=7x2"=0(7) - d) 3.
Correction de I’exercice 14 - Morphismes d’anneaux entre les Z/nZ

a) Un sous-anneau contient 1, donc 1 + ... + 1T = k pour tout k : c’est Z/ nZ entier.
b) Si fexiste, f(1) =1, donc f(k) = k (image de k modulo m) : f est unique. De plus
0=f0)=f(n)=n-1 dansZ/mZ
— donc m | n. Réciproquement, si m | n, k mod n = k mod m est bien défini (
n|k—-—k=m|k-k) etrespecte les deux lois et l'unité.
c) 4|12 : oui, la réduction k mod 12~ k mod 4. 12t 4 : non de Z/4Z dans Z/12Z — en
effet (1+1+1+1)=f0)=0 exigerait 4 = 0 dans Z/ 12Z.
— Remarque : il existe bien des morphismes de groupes Z/4Z — Z/12Z (comme
k » 3k), mais aucun n’envoie 1 sur 1.
d) Un morphisme f:Z/ pZ — Q donnerait 0 = f(0) = f(p:-1) = p-1 = p dans Q : absurde. Un
morphisme g:Q — Z/ pZ vérifierait g(p) = p- 1 = 0, mais p est inversible dans Q, donc
g(p)g(%) = ¢g(1) =1 : absurde.

Réponse. Seul sous-anneau : lui-méme ; morphisme Z/n - Z/m < m | n, unique ; oui de
Z /12 vers Z /4, non dans l’autre sens ; aucun morphisme entre Z/pZ et Q.

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : racines carrées de 1 modulo n

a) Z/ pZ est un corps, donc intégre : (x —1)(x+1)=0ex==1,et1 # —1 car p # 2.
Deux solutions.

b) L’isomorphisme d’anneaux Z/15Z = Z/ 3Z x Z / 5Z transforme 1’équation en un
systéme : x> = T dans chacune des composantes.

, _ /x==%1 (mod3)
x*=1(15) <inl (mod 5)

— 2 x 2 =4 couples de signes, donc 4 solutions : (1,1) -1, (-1,-1)—-14, (1,-1) -4 (
4=1mod3,4=-1mod5), (-1,1)—-11.

— Contrdle : 4°=16,11°=121=8x15+1, 14° =196 = 13 x 15+ 1 v. Solutions :
1,4,11,14.

c¢) Chaque facteur premier impair apporte un choix de signe indépendant : 23=18

solutions modulo 105 (ce sont 1,29, 34,41,64,71,76,104), et 2> = 4 modulo pq.

d)n|(x—1)(x+1).Sid =1, alors n | x+ 1 (Gauss), soit x = —1 : exclu. Si d = n, alors
x=1:exclu. Donc1 <d<n.
—n=15,x=4:3A15=3.x=11:10A15=5. Onretrouve 15=3 x5 v.

e) Le PGCD se calcule trés vite (Euclide) : une racine non triviale de 1 fournit donc
immédiatement un facteur de n. Réciproquement, pour n = pq inconnu, trouver une telle
racine est aussi difficile que factoriser — c’est sur cette difficulté que reposent des
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cryptosystemes comme celui de Rabin.

Réponse. Deux solutions modulo p ; modulo 15:1,4,11,14 ; 8 modulo 105, 4 modulo pq
; (x—=1) A n est un diviseur strict : 3 et 5 pour n = 15.
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