Chapitre 8 - Suites numériques 1

Plaquette 4 - Suites définies implicitement et suites de sommes

Suites numériques — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Comparaison série-intégrale : si f est décroissante sur [k — 1,k + 1],
k+1

Jy

o n
— Télescopage : 2k= @1 —ap) =an4q —a.

k
fide < fik) < [, fde

— Somme harmonique : H, = 2:= 1% =Inn+y+o0(1), y=0,5772.

— Théoreme de la bijection : f continue et strictement monotone sur I réalise une
bijection de I sur f(I).
— Critere du quotient : si UZ—:l -1 (u,>0), alorsu/"—1;sil <1, u,-0.

— Réinjection : de x,, ~ a, et de I’équation, on tire le terme suivant du
développement.

Correction de 'exercice 1 - Laracinedex* +x =1

a) f, est continue et strictement croissante sur [0, 1] (somme de deux fonctions
croissantes, dont x ~ x strictement), avec f,(0) = -1 <0 et f, (1) =1 > 0. Par le théoreme
de la bijection, il existe un unique x, € ]0, 1[ tel que f,(x,) = 0.

b) En utilisant x) =1 — x,, :
fn+1(xn) =X2+1 +xp—1 =X2+1 —Xp =Xp(x,—1) <0
— Donc f, , ,(x,) <0=f ,,(x,4+1) et, f, ,, étant strictement croissante, x, < x, + 1.

c) (x,,) croissante majorée par 1 convergevers{ < 1.Sif<1:0<x,=</{, doncx?=</"-0,
etx,=1—-x1—-1, ce quicontredit/ < 1. Donc{ = 1.

d) x; = 1. X, est la racine positive de x> + x =1, x5 = 5-1 - 0,618.0,8351'° = 0,1649

2 2
et 0,1649 + 0,8351 = 1,0000 v.
Réponse. (x,) strictement croissante, x, - 1 ; x; = % Xy = 52_ 1

Correction de l'exercice 2 - Les solutions de tan x = x

a) g(x) = tanx — x a pour dérivée tan?x = 0, nulle en un seul point de I,, : g est
strictement croissante sur I,,, de limites —« et +% aux bornes. Bijection : unique zéro x,,.

b) tan (x, — nm) = tanx,, = x, et x,, — nm € }—%%[ :

X, — NI = arctanx,

I X .
— |xn—nﬂ|57,doncﬁ—>1 : Xy ~ NII.
C) X, = +» etarctany*%quandy—>+oo:xn—nn—>%.

d) Pour n = 1, x, > 0 et arctanx, = 7 — arctan xl,, Comme x%, -0, arctanxln ~ x%, ~ A

D’ou le développement annoncé.
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Chapitre 8 - Suites numériques

—n=1:0+7— L = 4,394 contre 4,4934 ; n = 10 : 32,9549 contre 32,9564.

L’approximation s’améliore quand n grandit, comme prévu.

Réponse. x, =nn + 7 — ot o(%).

Correction de I'’exercice 3 - Racine d’une cubique a parametre

a) h(x) = x>+ nx — 1 a pour dérivée 3x? + n > 0 : strictement croissante sur R, de limites

Fo. Unique racine x,,. h(0) = -1 <0 et h(%) = # >0:0<x,< %

b) Gendarmes : x, = 0. On réinjecte dans 1’équation :

1—x3

= donc nx,=1-x3-1

Xn =

— soit x,, ~ %

1
nt’

d) % —0,0999003 = 0,0000997 = 10—4 = # v . Le développement x,, = % — % + O(L)

est donc tres précis.

1 —nx
c)%—xn= = ”—?.Etx§~l3:

Réponse. x,, = % — # + o<#>.

Correction de I'’exercice 4 - Développement de la solutionde Inx + x = n
a) ¢(x) = Inx + x est continue, strictement croissante sur ]0, +«[, de limites — et +» :
bijection sur R, x, = ¢~ 1(n). ¢! est strictement croissante et tend vers +o en +w.

b) p(1)=1<=ndoncx,=1etlnx,=0,doux,=n—-1Inx,=n.Alors0 <Inx,<Innet

1—lnTns%sl

— gendarmes : 3" - 1.
c)x,=n—-Inx,=n—Inn-— ln%, et ln% —1In1 = 0 par continuité : x, =n —1nn + o(1).
d) 10-1In10 = 7,697 contre 7,929 ; 1000 —1In 1000 = 993,092 contre 993,099. Le reste

o(1) vaut environ lnT” : 0,23 puis 0,007.

Réponse. x, =n—1nn + o(1).
Correction de I'’exercice 5 - Racine d’'une somme géométrique

a) P, est continue, strictement croissante sur [0, 1], P,(0) =0 <1 <n = P,(1) : bijection,
unique x, € ]0, 1.

b) P, 1(x)) = Py(xy) + X2t =1+ x2*1>1 =P, 1(xy+1) Py+1 étant strictement
croissante, x, > X, 4+ 1-

c) Pour x # 1, on utilise la formule de la somme géométrique :
P (x) = xL=X"
n 1—x

— Pp(x,) = 1 donne x, —x2"1 =1 —x,, soit 2x, —1 =x2+1

d) (x,) décroit: 0 < x,, = x5 < 1 pour n = 2. Donc

Xn+1 Xn+1
_ 0<Xn_%= n2 < 2

1
2[

- 0:x,— 5, avitesse géométrique.
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Chapitre 8 - Suites numériques 3

11
— x; =1 20,618 (racine de x? + x = 1). x39 — & = 0,000245 et 2209245~ 0,000245

2
/.
. L 1 _ xptl 1
Reéponse. (x,) décroissante, x,, — 57 = 5 donc x,, = 7

Correction de I'exercice 6 - Divergence de la série harmonique

2n
— 1 1 _ 1 1 :
a)H,,—H, = EkanE ZNX5-=5 (chacun des n termes est = —n). SiH, -, alors

H,,—H,—- 11— =0 : contradiction. (H,) est croissante non convergente, donc non
majorée : H, = +».

k
k-1 % (la seconde pour k = 2). En sommant :

1
k
n+1 n
dt dt
f1 Tansl+f1T

K+ 1
b) t - 1 décroit, donc [, % <

— soitln(n+1)=<=H,=<1+1nn.

c) On divise par Inn : 71“1“ +D _ 1+ In(1+1/n)
nn Inn

d)Inn+0,5772 = 10 = n = %4228 = 12 367. Il faut environ 12 367 termes : la divergence
est extrémement lente.

- 1et % — 1. Gendarmes : H, ~ Inn.

Réponse. H, - +x, H, ~Inn; H,> 10 a partirde n = 12 367.
Correction de I'exercice 7 - La constante d’Euler

a) On utilise In(1 + x) = x pour x > —1:

_ -1 _4yyn+1_ 1 _ 1
Unt1=Un= 37 —In" n+1+1n(1 n+1>SO

_ Yy — 1 _qen+2_ 1 _ 1
elVns1—Van =g —Inoi g =50 1n(1+n+1>20.

b) u, — v, =In2%1 =1n(1+
Vo<V =< Up

c) Hip = 2,928968 ; u;g=H;0—In10 = 0,626383 ; vip = H;p—1In11 = 0,531073. Donc
0,531 = y =< 0,627 (en réalité y = 0,5772).

d) u, - ys’écrit H,—Inn = y+ o(1). C’est plus précis que H,, ~ Inn : I'’erreur commise en
remplacant H, par Inn + y tend vers 0.

3|

) - 0 : suites adjacentes, limite commune y avec

Réponse. (u,), (v,) adjacentes ; 0,531 =y =0,627 ; H,=1Inn+ y+ o(1).
Correction de I’'exercice 8 - Somme des inverses des carrés

1 _1__ 1 -1 _ 2
a)m k k(k—l)zkz Cark(k I)Sk .

b) Télescopage :
n
1 1\ _ 1 _ 1
S"S”,Zz(ﬁ_i)‘“l_ﬁ‘z_ﬁ

— (S,) croit (termes positifs) et est majorée par 2 : elle converge vers S < 2.

c) Pour m>n,onsommedek=n+1am:

_ _ 1_ 1 - _1 _ 1 .

Sm S”ZE(R k+1> n+l m+1"’
1 1\ _1 1
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Chapitre 8 - Suites numériques 4

— On faitm - +o : 1155—5,15%.
d) Si9 = 1,549768 ; donc 1,549768 + 17 = 1,6407 = S = 1,6498. Et H— ~ 1,644934 v.
Réponse. (S,) converge, —— =S-S5, < n ; 1,6407 = S <= 1,6498, cohérent avec ?

Correction de I'exercice 9 - Somme des inverses des racines

a) Quantité conjuguée :

/ _ = 2 < 2 -1
2L =) = e =k

—etdememeZ(\/_—\/ — ) T J— J_

b) On somme pour k de 1 a n (télescopage) : minorant 2yn + 1 — 2. Pour le majorant, on
gardeleterme k=1apart:S,=1+2(Yn —-1)=2/n - 1.

c) On divise par 2/n : les deux bornes, \/1 + % - % etl— 2J_' tendent vers 1.
Gendarmes : S, ~ 2/n.

d) Bornes pour n = 100 : 2/101 —2 = 18,0998 et2x10—-1=19;
18,0998 < 18,5896 < 19 v.

Réponse. 2/n+1 -2<S,<2/n—1,dou S, ~ 2/n.
Correction de I’exercice 10 - Sommes télescopiques

Dans chaque cas on écrit le terme général comme une différence ay — ay . 1, et I’on utilise
2 (ax—ax4+1) =aiy —ansq
K=1

1 1 _1_
) rr D~k k+1 PAp =1 +1

an@+%)=huk+D—hm:Bn=MUH4)~+w

- 1.

1 _ k+2)-k _ 2

1 —
O tk+D ~GFDETD — kkr DK+ — kk+ Dk T2 PORC
(;=1(;_ 1__)q;
n= 22 T mFr D +2) :
d) kk-i-_% k+k2_2(k+1);(k+2)__/ Avec a kk+_%:Dn=2_n+2_>2 Contréle :
2 2 2 ok 2 2"
Dy=2+2=1let2-%=1v

Réponse. A, - 1;B,=In(n+1) - +x; C—> ; D, =2— T—»Z.
Correction de I'exercice 11 - Somme des inverses des coefficients binomiaux

n\ _/n\ _ n\ _ n . 2
a) (0>_(n)_1et<1>—<n_1>—n.cesquatretermesvalent2+n.

n
b) k- (k) croit jusqu’a 5 puis decroit (quotient <n> = k+1)' et (k) = (n—k) : sur
k

[2,n — 2], le minimum est atteint aux bords, ou il vaut '21

c) Il reste n — 3 termes, chacun compris entre 0 et <;> = 2

nn-1) :
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2 2(n-3)
2+& <u,< <2+2 +n(n_1)
— les deux bornes tendent vers 2 : u, = 2.
d)n=10: bornesZZet22+ ~2356 avec uqg = 2,2746 v.n=50:
204<2o417<204+22§0~2,078 v.

Réponse. u, =2 + 2 + O<ﬁ>, donc u, — 2.

Correction de I'’exercice 12 - Du quotient a la racine n-ieme

u . oy 7 ,
a) Posons ay =Inuy 1 —Inu, = ln’{l—zl - In/ (continuité de In). Par Césaro,

-1 ;
1 E: _0dk — In£. Par télescopage :

l 2 _Inu, - lnuo

— donc BUn  Ing et ul/n = exp Bln g,

Un+1 (n+1)! i n" —_n"  _ 1\™" -1
?) o+t i+ <1+”> e

c) Le quotient tend vers % < 1 : a partir d’un rang, ufl—:l =q= % par exemple, donc

I 1/n
. — 0 géométriquement. Par a), u}/" = % -1

d) Valeurs cohérentes, avec une convergence lente (I'erreur relative décroit comme lnT”).

; ! d_ 1
Réponse. % -0 et - 5.

Correction de I'exercice 13 - Encadrer In(n!)

a) In est croissante : sur [k — 1,k], Int = Ink, et sur [k, k + 1], Int = Ink. On integre sur
des intervalles de longueur 1.

b) Une primitive de In est tInt — t. Minorant (somme de k =2 an, aveclnl =0) :
n
In(n!) = fllntdt =nlnn—-n+1

— Majorant (somme dek=14an):In(n!) < f;  Intdt=(n+1)In(n+1)—n.

t (n+DIn(n+1) _ 1
ninn Inn

1 1
nn T Alnn
(carln(n+ 1) ~ Inn). Gendarmes : In(n!) ~ nlnn.
d)n=10:14,026 = 15,104 = 16,377 v.n=100: 361,517 < 363,739 < 366,127 v.

Réponse. nInn—n+1=<In(n')=s(n+1)In(n+1)—n, donc In(n!) ~ ninn.

c) On divise par nlnn : minorant 1 — — 1 ; majoran -1

Correction de I’exercice 14 - Somme des puissances p-iemes

a) t ~ t” est croissante sur R, :

fk P p fk+1 P
o bdt=k"=J, tdt

1 pt+1
b) Ensommantdek=1z‘an:fntpdtsS sfn+ tpdts%. Le minorant vaut

np
p+

p+1
. En divisant par les bornes sont 1 et (1 + %) — 1 : gendarmes.

p+1'
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3

=~ 343434 : I’encadrement est vérifié.

3
C) 100 x 121 x 201 = 338 350, 1030 ~

3
d) 338350 cubes L’approximation % sous-estime de 338 3??:’?8 3:;%3 333 ~ 1,5% : c’est de

l'ordre de -, le terme suivant du développement % n ”2 + -

Réponse. Ek _ kP~ ”Ti : 338350 cubes, erreur de 1,5 % avec %3

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : collectionner des vignettes

a) Il reste n — k + 1 vignettes nouvelles sur n : chaque paquet en apporte une avec
probabilité p = % Le nombre moyen d’essais pour un premier succes est %. En
sommantsurkdelan:

nHp

n
En= E’ln—k+1= 2

1_
k J
b) E,=nlnn+ yn+ o(n), donc E,, ~ nlnn.
c) 50(In50 + 0,5772) = 224,46 : erreur 0,5. Avec le terme — :224,46 + 0,5 = 224,96,
quasi exact.
d) Eq 0 ~ g;i:g‘é ~ 2,31 : doubler I'album fait plus

que doubler le coiit, a cause du facteur Inn (les dernieres vignettes sont les plus longues
a obtenir : la derniere demande a elle seule n paquets en moyenne).

Réponse. E, =nH, ~nlnn ; E5y = 225, E1o0 = 519 paquets.
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