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Plaquette 1 – Convergence, monotonie,
suites récurrentes et suites adjacentes

Suites numériques — Prépa MPSI / MP2I (1ʳᵉ année)
Exercices

Méthode

On démontre une convergence par encadrement, par monotonie + bornitude, ou
par l’étude d’une suite récurrente un+1 = f(un) ; on sait aussi traiter les suites
récurrentes linéaires et les suites adjacentes.

Exercice 1 – Limite par encadrement

Déterminer la limite de un =
(−1)n
n + n

n+1.

Exercice 2 – Monotonie et convergence

Soit u0 = 1 et un+1 = 2+ un .
a) Montrer que 0 ≤ un ≤ 2 pour tout n.
b) Montrer que (un) est croissante.
c) En déduire sa limite.

Exercice 3 – Suite arithmético-géométrique

Soit u0 = 5 et un+1 = 1
2un+3. Donner l’expression de un puis sa limite.

Exercice 4 – Récurrence linéaire d’ordre 2

Soit u0 = 0, u1 = 1 et un+2 = 5un+1−6un. Exprimer un.

Exercice 5 – Racine double

Soit u0 = 1, u1 = 4 et un+2 = 4un+1−4un. Exprimer un.

Exercice 6 – Suite divergente

Montrer que la suite un = (−1)n ne converge pas.

Exercice 7 – Gendarmes avec une somme

Déterminer la limite de un = ∑n
k = 1

1
n2+ k

.

Exercice 8 – Suites adjacentes

Soient un = ∑n
k = 0

1
k! et vn = un+ 1

n · n! pour n ≥ 1.

Montrer que ces suites sont adjacentes (on admettra la décroissance de (vn)) et
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donner un encadrement de e à l’ordre n = 4.

Exercice 9 – Point fixe et fonction décroissante

Soit u0 = 0 et un+1 = 1
1+ un

.

a) Montrer que un ∈ [0 ; 1] pour tout n.
b) Quelle est la seule limite possible ?

Exercice 10 – Croissances comparées

Déterminer les limites de :

a) n
10

2n

b) lnnn
c) n1 / n

Exercice 11 – Césaro

Soit (un) convergeant vers ℓ. Montrer que la moyenne vn = u1+…+ un
n converge

aussi vers ℓ. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 12 – Bolzano-Weierstrass

Soit un = sinn. Justifier que (un) admet une sous-suite convergente, sans calculer sa
limite.

Exercice 13 – Synthèse : vitesse de convergence

Soit u0 = 2 et un+1 =
un
2 + 1

un
.

a) Montrer que un ≥ 2 pour tout n.

b) Montrer que un+1− 2 ≤ (un− 2)2

2 2
.

c) Conclure sur la limite.

Exercice 14 – Itérer le sinus

Soit u0 = 1 et un+1 = sinun.
a) Montrer que (un) est décroissante et positive, donc convergente, et que sa limite
est 0.

b) Montrer que 1
u2n+1

− 1
u2n

→ 1
3 (utiliser sinx = x− x3

6 + o(x3)).

c) En déduire par Césaro que un ∼ 3
n .

d) Comparer u100 ≈ 0,1689 et u1000 ≈ 0,05459 avec 3 / n .
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Exercice 15 – Moyenne arithmético-géométrique

Soient 0 < a0 < b0 et an+1 = anbn , bn+1 =
an+ bn

2 .

a) Montrer que an ≤ bn pour tout n (IAG).
b) Montrer que (an) est croissante et (bn) décroissante.

c) Montrer que bn+1− an+1 ≤
bn− an

2 et conclure que les suites sont adjacentes.

d) Calculer les premiers termes pour a0 = 1, b0 = 2 ; que remarquez-vous sur la
vitesse ?


