Chapitre 8 - Suites numériques 1

Plaquette 4 - Suites définies implicitement et suites de sommes

Suites numériques — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Exercices

Méthode

Suite implicite x, = unique solution de f,(x) = 0 : (1) existence et unicité par le
théoreme de la bijection (continuité + stricte monotonie) ; (2) monotonie de (x,) en
calculant le signe de f, _ ,(x,) ; (3) limite par I’absurde ou par encadrement ; (4)

développement en réinjectant I’équation. Suite de sommes S, = > uy : télescopage,
encadrement de chaque terme, ou comparaison a une intégrale quand u; = f(k)
avec f monotone.

Exercice 1l - Laracinede x"+ x=1

Pourn = 1, soit f, (x) = x" + x — 1.

a) Montrer que f,, s’annule en un unique point x, € [0, 1].

b) Calculer f, , ,(x,) et en déduire que (x,) est strictement croissante.
c) Montrer que x, = 1 (raisonner par l’absurde).

d) Calculer x; et x, exactement, puis vérifier que x;(, = 0,8351.
J

Exercice 2 - Les solutions de tan x = x

a) Montrer que pour tout n € N, I’équation tanx = x a une unique solution x, dans

— _I I
In—}nﬂ 2,n11+ 2[.

b) Montrer que x, = niT + arctanx,, et en déduire x,, ~ nm.

Vs

c) Montrer que x,, — niI — %

d) En utilisant arctany = % - arctan% pour y > 0, montrer que

xp=nm+Z— L+ o(%). Comparer a x; = 4,4934 et x;, = 32,9564.

Vs
-

Exercice 3 - Racine d’une cubique a parameétre

Pour n = 1, on considére I’équation x> + nx — 1 = 0.
a) Montrer qu’elle admet une unique solution réelle x,, et que 0 < x,, < %

b) En déduire x, - 0 et x,, ~ %

3
X .

c) Montrer que + — x, = 31, puis que 1 — x, ~ 4.

n

d) Vérifier numériquement avec x;¢ = 0,0999003.

Exercice 4 - Développement de la solutionde Inx + x = n

a) Montrer que 1’équation Inx + x = n a une unique solution x, > 0, et que (x,,) est
croissante et tend vers + .

b) Montrer que x,, = n pour n = 1, puis que x,, ~ n.
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Chapitre 8 - Suites numériques 2

c) Montrer que x, =n—1Inn+ o(1) (écrire x, =n—1Inx, etInx, =Inn + ln%).

d) Comparer a x;9 = 7,9294 et x1900 = 993,0992.

Exercice 5 - Racine d’une somme géométrique

Pour n = 2, soit P,(x) = x + x> + - + x".

a) Montrer que P,(x) = 1 a une unique solution x,, € ]0, 1[.

b) Montrer que (x,) est décroissante (signe de P, , 1(x,) — 1).

c) Montrer que 2x,, — 1 = x?*1! (utiliser la formule de la somme géométrique).

d) En déduire que x, - % Vérifier avec x5, x5 = 0,50866, x;o = 0,500245.

Vs
-

Exercice 6 - Divergence de la série harmonique

Soit H, = 3, _, +.
a) Montrer que H,, — H, = = et en déduire que (H,) n’est pas convergente, puis que
H, - 4.

b) Par comparaison a une intégrale, montrer que In(n+ 1) = H, <1 +Inn.

1
2

c) En déduire H,, ~ Inn.

d) Combien faut-il de termes pour que H, dépasse 10 ? (utiliser H, = Inn + 0,5772)

-

G

Exercice 7 - La constante d’Euler

Soitu,=H,—Innetv,=H,-In(n+ 1), avec H, =22=1%.

a) Montrer que (u,) est décroissante et (v,) croissante (utiliser In (1 + x) < x).
b) En déduire que (u,) et (v,) sont adjacentes. On note y leur limite commune.
c) Calculer u;g et vy et encadrer y.

d) En déduire que H, =Inn + y + o(1).

Vs
-

Exercice 8 - Somme des inverses des carrés

Soit S, = 3, _ 15
1 -1
a) Montrer que o < x=71 — i pour k = 2.

b) En déduire que S, =2 — % et que (S,) converge vers une limite S < 2.

1

T et, avec a), que

c) Montrer de méme, avec kl = % — ﬁ queS-S5,=
S-S,=1.

d) Calculer Sy et encadrer S. On admet S = %2 : vérifier.

Vs
-
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Exercice 9 - Somme des inverses des racines

Soit S,

_\" 1

—Ek=1ﬁ-

a)MontrerqueZ(\/k+ —\/E)sﬁSZ(\/E—\/ —1)pourk21.
b) En déduire 2yn+1 -2<S,=2/n — 1.

c) En déduire S, ~ 2/n.
d) Vérifier pour n = 100 : S1o9 = 18,5896.

G

-

Exercice 10 - Sommes télescopiques

Calculer les sommes suivantes et leurs limites.

n
a)An:2k=1m'
b) B, =3, _;In(1+4).

_ " 1 . 1 1
€) Cn =2 1 ks 1)y (d6ComPoser 1o — T Hk s )

n Ve .
d)D,=2>,_; ﬁ (vérifier que ﬁ = ’;k"’—% - "2%2).

-
.

Exercice 11 - Somme des inverses des coefficients binomiaux

-1
Soit u, = EZ=0<Z> pour n = 4.
a) Isoler les termes k € {0,1,n—1,n}.

b) Montrer que (Z) = <g> pour 2 <=k =sn-2.

c) En déduire 2 + 2 su, <2+ 2 + igz = :1)’; puis la limite de (u,,).
d) Vérifier avec u g = 2,2746 et usy = 2,0417.
N\ J

Exercice 12 - Du quotient a la racine n-ieme

Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que u"u—:1 -1>0.

a) En appliquant le théoréme de Césaro a Inuy ; ; — Inug, montrer que ul/™ - 4.

b) Application : u, = ;’—,'1 Calculer u{‘l—:l et sa limite.

1/n
)

c) En déduire que u, — 0 et que (n!n -1
1/10 1/100
d) vérifier avec 12— =~ 0,4529 et 1900 ~ 0,3799 (1 =~ 0,3679).
- J

Exercice 13 - Encadrer In(n!)

k k+1
a) Montrer que pourk=1: [, ,Intdt<Ilnk =< fk+ Intdt (pour k = 1, I'intégrale de
gauche est prise sur ]0, 1]).

b) En déduire nlInn—n+1<In(n)=s(n+ 1In(n+1)—n (sommerdek =2ana
gauche, de 1 a n a droite).
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c) En déduire In (n!) ~ nlnn.
d) Vérifier pour n = 10 (In(10!) = 15,1044) et n = 100 (In(100!) = 363,739).

Exercice 14 - Somme des puissances p-iemes

SoitpeNetS,=>, _ k"

a) Encadrer k” par deux intégrales de t ~ t".

+1 (n+1)P*!

s . np p+1
b) En déduire P 1 =S,=< 1

et Sn ~ h

c) Vérifier pour p = 2, n = 100 avec la formule exacte S k? = 2+ 1)éZn 1)

d) Application : un escalier de 100 marches cubiques empilées (la k-ieme colonne

3
compte Kk? cubes). Combien de cubes environ, et quelle erreur relative en prenant %
?

J/

Exercice 15 - Synthése : collectionner des vignettes

Un album compte n vignettes différentes, et chaque paquet contient une vignette au
hasard, toutes équiprobables. On admet que le nombre moyen de paquets a acheter

pour compléter I’album est E,, = nH,, ou H,, = E: -1 %

Vs

a) Justifier intuitivement : quand on possede déja k — 1 vignettes, il faut en moyenne

ﬁ paquets pour en obtenir une nouvelle.

b) En utilisant H,, =Inn + y + o(1), donner un équivalent de E,,.
c) Pour n = 50, comparer E5g = 224,96 a n(Inn + p) puis a n(lnn +yp+ 21—n> (
y = 0,5772).

d) Combien de paquets en moyenne pour n = 100 ? Par quel facteur le nombre moyen
de paquets est-il multiplié quand on double n ?

-
-
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