Chapitre 3 - Trigonométrie 1

Plaquette 2 - Equations et inéquations trigonométriques
Trigonométrie — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Corrections détaillées

Boite a outils

Equations de base (k € Z) :

cosa = cosb e a = +b + 2k, sina=sinbea=b+2kmoua=m—b+ 2kn
— tana =tanb = a = b + ki (avec a,b¢%+k1:r).
— Transformations : cosp + cosq = ZCosszrq Cos p; 4,

p+q pP—q
5~ COS ——.

— Forme réduite : acosx + bsinx = Ja? + b* cos (x — ).

sinp +sinqg = 2 sin

2
— Arc moitié : si x # m+ 2km et t = tan X, alors cosx = L=L et sinx = —2L_.
Z 1+t 1+t
NG J
Correction de l’exercice 1 - Egalité de deux cosinus
a)
2x=x+%+2k1:r ou 2x = —x—%+2k1:r

— Premiére famille : x = % + 2km. Seconde : 3x = —% + 2k, soit x = —g + 2an

b) Premiére famille : % Seconde : %H HTH 1ZTH (k =1, 2, 3). Quatre solutions : %H %ﬂ
11o 171'[
9’9

c) Une pour la premiere (période 2m), trois pour la seconde (période 2?”).

_ bm . 10 . _ bm 4, 3m) — 8m __ _ 10 8
d)x—?.cos—9 = —0,940 etcos(9 + 9) COs 55~ = 0,940 v (—9 et 9 sont

symétriques par rapport a m).

Réponse. x = % + 2k ou x = —g + ZRTH ; dans [0, 2] : % %ﬂ, “TH' 1ZTH'
Correction de l’exercice 2 - Sinus contre cosinus
a) cosx = sin (% — x).
b) sin 3x = sin (% - x) :
3X=%—X+2kﬂ ou 3X—H—§+X+2kﬂ
— X = 8+k2—Ho x =7 +Kkm.
c) %, %’7 %7, % et %, 54 six solutions.
d) 51n3— = cosﬂ (angles complémentaires) v ; sin2Z 3” = g = cos% v
Réponse. x = § + %ﬂ ou Z + ki ; six solutions dans [0, 2m].

Correction de I’exercice 3 - Equation du second degré en cos x

a)2(1 =X +3X-3=-2X2+3X-1=-2X-1)(X-1).
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b)X=%ouX=1:

x=i%+2kn ou x = 2k

©) —2X-1(X-1)>0=1 <X <1, soit } <cosx<1 :XE]—%,O[U}O,%[.

d) L’arc de cercle entre les points d’abscisse % (angles i%), contenant I, privé de I
lui-méme (ou cosx = 1 annule I'expression).

Réponse. cosx € {%, 1} ; inéquation : x € ] — % o[u]lo, ZJ.
Correction de l’exercice 4 - Une équation en tangente piégée

a) Il faut 2x = % + ket x + % # % + ki, soit x # % + RTH (la seconde condition, x # % + ki1,

est incluse).

b)X=%+kH.

c) Ces valeurs sont exactement de la forme exclue : aucune solution.
S=0

d) Domaine : x # I 1 +KE op x = I 5+ km. 2x = x + kir donne x = km, qui est dans le

domaine : S = {km, k € Z}. Lecon : toujours écrire le domaine avant de résoudre une
équation en tangente.

Réponse. tan2x = tan (x + %) : aucune solution ; tan2x = tanx : x = k1I.

Correction de I’exercice 5 - Inéquations lues sur le cercle

a) sinx = —% pour x = %” et HTH ; le sinus est plus petit entre les deux (demi-cercle
inférieur) :
7o 11no
x € [ o, 11 ]
b) (2cosx+ 1)(cosx—1)>0; cosx—1 = 0, nul seulement en O : il faut cosx < —%, soit
20 4o
X € }T, ?[
c) Il faut cosx > 0 (le membre de gauche est = 0), puis |tanx| <1 :x € ]—%, %[
d) L’arc inférieur de A a B, en passant par le point d’angle 32—17
71'[ 11H 20 4oy . oo
Réponse. a) [£4, “541; b) 155, S5 0) 1 -4, 7
Correction de l'’exercice 6 - Forme réduite et équation
a)A=J/3+1=2;/3cosx—sinx = 2(§cosx— %sinx) = 2C0sS (x+ %)
o\ _ V2 .
b) cos(x+€> =5
o_ .o = I = _on
x+6 4+2k1'.r<=>x 12+2k110ux 12+2k11
. I ot 191
— Dans [0, 2] : 15 et VR
c)mEe|[-2,2].
d) Maximum 2 quand x + % = 2km, soit x = —— + 2k (controdle : V3 - g + % =2V).
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Réponse. 2 cos (x + %) ; solutions % 119—H ;me[-2,2]; max 2 en —%.

Correction de I'’exercice 7 - Nombre de solutions selon un parametre

a) 2x parcourt [0, 4] : deux tours de cercle.

b) Sur un tour, cos@ = m a 2 solutions si |[m| < 1, une si m = *1, aucune si |m| > 1. Sur
deux tours :

Im| <1 :4 solutions; m = *1 : 2 solutions; |m| > 1 : aucune
— 4 II . o 5o 7o 1lno
c)2x—13+2k1:r.xe<6 %566
d) La courbe a deux « bosses » sur [0, 2r1] : une droite horizontale y = m avec |m| <1 la
coupe en quatre points.

50 7o 1lo

Réponse. 4 solutions si |/m| < 1,2 si|m| =1, 0 sinon; m = B e

ol

1.
5
Correction de I'exercice 8 - Somme de trois cosinus

a) cosx + cos3x = 2C0S2xCOSX.
b)
cosXx + cos2x + cos3x = cos2x(2cosx+ 1)

-0 . ko H3H5H7H —_1 .20 4o q; ;
c)cos2x=0:x= 4+ 5 soit D44 CosX 55 3.Slx solutions (vérifiees
numériquement).

d) sinx + sin3x = 2sin2xcosx, d’oilsin2x(ZCosx+1)=0:x— (0,2, ,3H) ou
2n 4o
X =5, 55

Réponse. cos2x(2cosx + 1) =0 : I, 20 3m Sm 4m 71

Correction de I'’exercice 9 - Un systeme trigonométrique

a) cosx + cosy = ZCOSX;yCOS Zy
b) = +y = g COS% = % : ’équation devient

X—y _ X=y _
cos 5 =1le 5 = 2km

C)x—y= 4k1:retx+y—2H x—§+2kny—§—2kn Controéle : cos§+cos3—1/

d) Il faudrait cos Ty = % > 1 : aucune solution.

Réponse. x = £ + 2km, y = & — 2km ; le second systéme n’a pas de solution.

Correction de I’exercice 10 - Substitution t = tan(x/2)
a)2x0+(=1)=-1=#1:non.

b) 4t _ +1—f =1ledt+1-t’=1+t>=2t>—4t=0.
1+ ¢ 1+t

c)t=0out=2:
x =2km ou x=2arctan2 + 2k (= 2,214)
— Controle : 2sin (2, 214) + cos(2,214) = 1 (numériquement) v

d) cosp = J_sm(p J— :cos(x— @) = T—COS(p,d'Ole=2(p+2kH0ux=2kH;et
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2@ = 2arctan2 v

Réponse. x = 2k ou x = 2arctan 2 + 2km.
Correction de I'exercice 11 - Puissances quatriemes
a) (sin?+cos?)? = 1 donne sin* + cos? =1 — 2sin®xcos?x = 1 — %(2 sin x cos x)°.

b) sin®2x = 2, sin2x = ig :

4’ 2
=+ +I 4 ko
2x _3+k11=>x _6+ 5
C) sin?2x € [0, 1] : 'expression varie entre % (en x = % an) etl (enx= "Z—H).

d) sin?2x = %, donc sin*x + costx = % + Zcos 4x (période % visible sur la courbe).

Réponse. 1 — jsm 2ox = 2 + + 4 cos 4x ; solutions +g + k2H valeurs dans [%, 11.

Correction de I’exercice 12 - Equation avec angle double et tangente

1

————; de méme
1+tan”x

.2
a) cos2x = cos?x — sin“x = cos?x(1 — tan’x) et cos?x =
sin 2x = 2 tan x cos?x.

)w—b:Zu—Zu =0eu=0ouu=1:

1+ u?
X = ko ou X=%+kﬂ
c) Exclus : x = % + ki, ou cos2x +sin2x = -1+ 0= -1 # 1 : rien n’est perdu.
d)cost+sin2x=\/§cos<2x—%>=1:ZX—%— %+2k1:r soit x = 4+k170ux=k17‘/

Réponse. x = kmou x = % + ki1

Correction de I'exercice 13 - Arcs et cordes

a)

AB? = (cosb — cosa)2 + (sinb — sina)2 =2 —2(cosacosb + sinasinb) =2 — 2cos(b — a),
et1l —cosfO = 231n2 0

b) Deux sommets consécutifs sont séparés de 2Z : coté 2sin Z,

c)

P, —2nsm1,_‘1’ - 20

— car sinZ ~ & : le périmetre du polygone tend vers celui du cercle.

d) po=12xL1=6;p,, =24 x 32 — 6(/6 —2) ~ 6,212 (4 comparer & 21 ~ 6,283 ;
méthode d’Archimeéde).

Réponse. AB = 2|sin 2

54| p,=2nsin{f - 2m; pg =6, py, = 6,212.

Correction de I'exercice 14 - Inéquation avec deux fonctions
a) cosx — sinx =2 cos (x + %)

b) cos(x+%>>O¢x+%e}—%,%[+2kﬂ;dans [0, 2m] :
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I on

xe[0,4[u} 1 ,211[

c) Le point M(cosx, sinx) doit étre sous la droite y = x : arc de 54—17 a % en passant par I.
2 ) by 3o 5o 711

d) cos“x >sin“xecos2x>0=x € [O’Z[U}T'T[U}T'ZH['

Réponse. cosx > sinx : [0, Z[U]2Z, 20 ; |cosx| > |sinx| = cos2x > 0.

Correction de l'’exercice 15 - Synthese : combien de solutions pour sin x =
x/10 ?

10 -
b) Sur ]0, 10], une solution impose sinx > 0, donc x € ]0, r[ ou ]2m, 3 (car
3m = 9,42 < 10 < 4m). Sur ]0, o[ : une intersection (sin part au-dessus de la droite, pente

1> 11—0 et finit en dessous). Sur 12m, 3 : la bosse du sinus atteint 1 > 21%” = 0,79 au
sommet, et vaut 0 aux bords, alors que la droite est entre 0,63 et 0,94 : deux
intersections.

a) |sinx| = 1 impose |1X_0| < 1. Si x est solution, sin (—x) = —sinx = =X : —x aussi.

c) Solutions positives : 3 ; avec 0 et la symétrie :
1+ 2 x 3 =7 solutions

d) 2,85 €]0,mf, 7,07 et 8,42 € ]12n, 3] = 16,28;9,42[ v

Réponse. |x| = 10, symétrie ; 1 solution dans ]0, [, 2 dans ]2z, 30 : 7 solutions au total.
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