Chapitre 3 - Trigonométrie 1

Plaquette 1 - Formules d’addition, équations et linéarisation
Trigonométrie — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Corrections détaillées

Boite a outils

Formules du cours.

— Valeurs remarquables : cos

7

m_J3
2

o_1
6 , COS 3 5 (et symétriquement

4>|:|

pour le sinus).
— Relation fondamentale : cos?x + sin’x = 1.
— Addition :
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

— Duplication : cos(2a) = cos?a — sin’a = 2cos?a—1 =1 — 2sin’a et
sin (2a) = 2sinacosa.

— Linéarisation : cos®a = HCZM et sina = %_
— Equations : cosx = cosa = x = a + 2km ou x = —a + 2K ;

sinx =sinae x=a+ 2kzou x =1 — a + 2Kki.

— Forme Acos(x — @) : acosx + bsinx = Acos(x — @) avec A =\/az+b2, CoS @ = a ot

b A
sing = .
— Factorisation : cosp + cosqg = 2cos P ; 9 cos p; q.
— tanx = ggé’; définie pour x # g + kiI.
o J

Correction de I'exercice 1 - Valeurs remarquables

On se raméne aux angles du premier quadrant a 1’aide du cercle.

—2?17—11 3,donccosZéT cos%=—%.

—%" H—%,doncsin%j—s %=%

—%7 21 — 4,donccos74 = co % g
sin &

— tan% = COSS% = \/1§//22 =3.

Réponse. — 2 l,ﬂ V3.

Correction de l'exercice 2 - Formule d’addition

On écrit L 12 % - g et on applique la formule d’addition.
cos(a —b) = cosacosb + sinasinb
_ I I in & qin IL
cos 12 = cos 7-cos - +sinZ-sin 7.
1,2 8 2 _J2+/6
2 2 2 2 4 )
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1,414 + 2,449
4

% ~ 0,966.

— Valeur approchée : =~ (0,966, cohérent avec cos 15° = 0,966.

A oo
Reponse. cos 12

Correction de I’exercice 3 - Duplication

— Relation fondamentale : sin®x = 1 — % = l—g et x étant dans le premier quadrant,
sinx = %

— cos2x =2cos’x—1 =2x%—1 =%= —%.

— sin2x = 2sinxcosx = 2 X % X % = %

— Controle : (—%)2 + (%)2 = % = 1. Correct.

— Remarque : cos 2x < 0 signifie que 2x est dans le deuxiéme quadrant, ce qui est
cohérent avec x = 0,927 rad.

5 inx =2 . =/ . =24
Reponse. sinx = 5 ; COS 2x 55 sin 2x 55"

Correction de I'exercice 4 - Equation en cosinus

1 I

On identifie 5 =C0s3, puis on applique la regle du cours.
cosx=cos%ax=%+2kﬂ ou x = —%+2kﬂ (k €2)
— Dans [0; 2m] : la premiére famille donne x = % ; la seconde donne x = —% +2m = 5?17

— Les solutions sont donc % et 5?17

— Erreur classique : oublier la seconde famille —a + 2k, qui correspond a la symétrie
par rapport a I’axe des abscisses.
Réponse. x = i% + 2k ; dans [0; 2] : % et %

Correction de I'exercice 5 - Equation en sinus

On reconnait 2 _ sinZL,
2 4
inx = sin & = I =g-I = 3o
smx—sm4<=>x 4+2kHOUX I 4+2k11 4+2k17
3

JR— . . e E - ==
Dans [0; 2m] : x 4etx i

— Différence avec le cosinus : la seconde famille est m — a (symétrie par rapport a
I’axe des ordonnées), et non —a.

5 I _ 3o
Reponse. x = 4 ou x 4

Correction de I'exercice 6 - Equation avec transformation

Méthode 1 : duplication. On reconnait 2 cos?x — 1 = cos 2x.

— L’équation devient cos 2x = 0, donc 2x = & + k1, soit x = % + RTH

2

_ ) ) o, 3o, 5o, 70
Dans[0,21:r].xe<4, AR 4>.
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1

1 L2
ok )

Méthode 2 : directe. cos?x = =, donc cosx = , ce qui donne les mémes quatre

solutions.

— Les deux méthodes concordent ; la premiere est plus rapide dés qu’on reconnait la
formule de duplication.

’ 4 .

7 E'
Reponse.x€<4, 44

Correction de I'’exercice 7 - Inéquation trigonométrique

On raisonne sur le cercle trigonométrique.

— =1 - I - o
COS X 2pourx 3etx 3

— Le cosinus est I'abscisse du point du cercle : la condition cosx = % correspond a l'arc
situé a droite de la verticale d’abscisse %

— Cet arc va de —% a % soit, dans [0; 2] :

.o om .
XE[O':JU[ 3 '2’7]

— Controle : x =0donne cos0=1=0,5v ; x=mdonne —1 < 0,5 X (exclu, cohérent).

Réponse. x € [O;%] U [%’7 211}.

Correction de I'exercice 8 - Linéarisation

eX4e™™ o aas
On part de cosx = 5 et I’on éleve au cube.

o 3¢ 1 /aix 4 a-ix)>
cos3x = 8(e +e ) )
— Développement par le binéme : e3* + 3e* + 3e ™ + e 73X,

— On regroupe les termes conjugués : = (e3X + e ™3%) + 3(eX + e ™) = 2 cos 3x + 6 cos x.

cos3x = 2€0s3x + 6cosx _ cos3x + 3cosx

8 4

1+3 _

— Contréle en x = 0 : a gauche 1 ; a droite = 1. Correct.

cos 3x + 3cosx

Réponse. cos3x = T

Correction de l'exercice 9 - Forme A cos(x — @)

Formule du cours : A =Ja? +b* aveca=1eth =/3.

—A=J1+3=2.
—cos<p=%=%etsin(p=%=g,don0(p=%.

cosx +/3 sinx = 2 cos (x—%)

— Vérification en développant :
2(cosxcos£ + sinxsing) = 2<C°SX + \/§smx> = cosx + /3 sinx. Correct.

3 3 2 2

— Intéret : I'expression apparait comme une sinusoide d’amplitude 2, ce qui donne
immédiatement son maximum (2) et son minimum (—2).
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Réponse. 2 cos (x - E).

3
Correction de I’'exercice 10 - Résoudre avec la forme réduite

On utilise la forme réduite de I'exercice précédent.

— L’équation devient 2 cos (x - %) = 1, soit cos (x - §) %
— Doncx—%— +g+2k1'1
— Premiére famille : x = 2?17 + 2km ; seconde : x = 2Kki1.
— Dans [0;2m] : x € <0;2—H;2n>.
3
_ Vérification pour x=0:1+0=1 v. Pour x = 22 . -1 4 /3 x /3 _ 13-y
3 2 2 2 2
Réponse. x € <0; 2?17; 217>.
Correction de l'exercice 11 - Somme en produit
On factorise avec la formule du cours cosp + cos q = 2 cos P ; 9 cos p; q

— Avec p = 3x et ¢ = x: cos3x + cosx = 2 cos (2x) cos (x).

— L’équation devient 2 cos 2xcosx = 0, donc cos2x = 0 ou cosx = 0.
— COSZX=0:2X=%+RH doncx=%+k7H sth 341:7, Sf%
—COSX=O:X=%OU_X—32—H

— Solutions : %%i—ﬂ%s’z—ﬂ%

Réponse. Six solutions : &, I, 3m 5m 3m o

Correction de l'exercice 12 - Tangente
sin
cosx
— Db) tan est m-périodique et tanZ =1, donc x = Z + k.

— Attention : une seule famille ici (période m), contrairement au cosinus et au sinus.

est définie lorsque cosx # 0, c’est-a-dire pour x # & + ki, k € Z.

— a) tanx = 5

2 302
c) 1 + tan X_1+sm X _ CoS“x+sin”x _ 12

5 , en utilisant la relation
cos? x COS“ X COS” X

fondamentale.

I 4 ki - c) via cos?+sin = 1.

Réponse.a)x:ﬁﬂ+kﬂ-b)x=4

2
Correction de I'exercice 13 - Le cosinus de /5

a) cos 30 = cos (1 — 20) = —cos 20.
b) 4¢3 - 3c = —(2¢? — 1), soit 4c® + 2¢? — 3¢ — 1 = 0. On remarque la racine c = —1 :
4c34+2c*-3c—-1=(c+1)4c*-2c—-1)

c)c—cos—>0 doncc=—-1etdc®?—2c—-1=0: c—2+8J_ 1i45.Seu1e1aracine
1+J—

positive convient : cos § =

d) cos2I =2¢c2-1=2- % -1= %. Numériquement : 1 tlﬁ ~ 0,8090 = cos 36°
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v et ‘/34_ 1~ 0,3090 = cos 72" v (c’est et , @ nombre d’or).
_1+/5 2m _ V5 -1

Reponse. Cos g = —;—, COS = = ——

Correction de I'exercice 14 - Condition de résolubilité de a cos x + b sin x =
C

a)r=Va’+ b? :le point (% %) est sur le cercle unité, donc il existe ¢ avec cosg =

sing = % et

)

acosx + bsinx = r(cos@cosx + sin@sinx) = rcos(x — @)

b) rcos (x — @) prend exactement les valeurs de [—r, 1] : solutions = |c| = r = c? < a?+ b
c)r=J9+16 =5: solutions si et seulement si m € [-5, 5].

d) cosop = % sing=3%, = arctan— L’équation dev1ent cos(x — @) =1, soit
X = arctan% + 2k (~ 0,927 rad). Controle 13 x2 5 +4x= 5 =5v

Réponse. Solutions = ¢ < a2+ b*; m € [-5,5]; x = arctan% + 2kiI.

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : étude complete

a) Ici a = 1 (coefficient de cosx) et b = 1 (coefficient de sin x).

=J/T+1 =y2;cose=sing=-L, donc ¢ = Z.
@ @ ﬁ @ 4

f(x) =2 cos (x - %)

b) Le cosinus varie entre —1 et 1, donc f varie entre —/2 et 2.

— Maximum V2 lorsque x — % =0, soit x = %
— Minimum —/2 lorsque x — % = 11, soit x = 54—H

c) fix) = 0 équivaut a cos (x — %) =0, donc x —
7

— x_3—ﬂ+k17, soit dans [0; 2m] : x = Bf etx—T

4
3 3m _ 2 2

— Controle : smT+cosT—7—7=0 V.

Réponse. a)fcos(x——) b) max 2 en Z, min —/2 en 2Z - ¢) 3Z et L.

=%+k1‘[.

AN
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