Chapitre 3 - Trigonométrie 1

Plaquette 5 - Problemes de synthese : trigonométrie et géométrie
Trigonométrie — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Corrections détaillées

Boite a outils

Dans un triangle de cotés a, b, c opposés aux angles A, B, C, de rayon circonscrit R :

a b _ 2 _ 1.2 2
SinA = sinB SmC—ZR a=b"+c 2bccosA

— Aire : A = %bc sinA = \/s(s —a)(s—b)(s—c), s = %b"’c (Héron).

— Superposition : cosp + cosq = 2 cos szr 9cosE ; 9 (battements).

— Tangente d’une différence : tan (a — ) =

tana — tanp
1+ tanatanp

- J

(angles de vue).

Correction de I'’exercice 1 - Loi des sinus et cercle circonscrit

a) Les angles inscrits BAC et BA'C interceptent le méme arc BC ; [BA'] est un diametre,
donc BCA’ est droit.

b) Dans BA'C rectangle en C : BC = BA’sinBA'C = 2RsinA. De méme pour b et ¢ :

a _ b _ ¢ _
sinA_sinB_sinC_ZR
_ 6 12 _
c)zR_m_T_LLFR 2/3.b = 4Fsm——2f~490 c—lz,

smﬁ r+rc—f(f+f)—3f+r~669
d) A =LabsinC =1 x6x2/6 x 042 - 36U +12) _ g 33~ 142
Réponse. R =2/3, b =2/6, c=3/2 +/6 ; aire 9 + 3/3.

Correction de I'exercice 2 - Al-Kashi et Héron

a) BC?=AC?+ AB? - 2AC-AB = b” + ¢ — 2bccosA.

2
A=J10x3x5x%x2 =300 =10/3 = 17,32 v
_ a _ 7 103 _ =
d)2R—SmA—m, ‘E~404 r—— J3 =1,73.
Réponse.A=%;aire10\/§;R=ﬁ,r=\/§.

Correction de I'exercice 3 - Le triangle inscrit d’aire maximale

a)A = %bcsinA avec b = 2sinB, ¢ = 2sinC.

b) sinAsinB = %[cos (A-—B)—cos(A+B)] =< %[1 —cos(A+B)] = sinzA'gB, égalité si
A = B.

c) On combine avec l'inégalité sina + sinb + sinc < $ de la plaquette 4, ou
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Chapitre 3 - Trigonométrie 2

directement : a C fixé, b) montre qu’il faut A = B ; par symétrie des réles, le maximum est

atteint pourA =B =C = % :

3
Apax = 2<g> 3J— ~ 1,299

d) 3314 < 41 % du disque.
3J_

Réponse. A = 2sinAsinBsinC < , maximum pour le triangle équilatéral.

Correction de l'exercice 4 - Oscillateur harmonique
a) X’ = —4x pour ces fonctions v x(0) =A =1 ; x(0) = 2B = 2/3, B = /3.
b)X=J/1+3=2,cosp= smqo—£

3
c¢) Maximum quand 2t — % = 2k : premier instant t = %.
d) Période %7 = 11, amplitude 2, premier maximum en % = 0,52 v

x(t) = 2 cos (Zt— H)

Réponse. x(t) = cos2t + J3 sin 2t = 2 cos (2t — %) ; maximum en t = %

Correction de l'exercice 5 - Battements

a)

cos (10t) + cos (11t) = 2 cos (%) oS (2211:)

b) Porteuse cos (10,5t) (pulsation moyenne) ; enveloppe 2 cos £, lente.

c) | cos %| est 2m-périodique : l'intensité passe par un maximum toutes les 2 (visible sur
la courbe).

d) Les fréquences f, f, donnent une enveloppe de fréquence -2 Iz f 2“1 et un battement
(maximum de |- |) a la fréquence f, — f; = 2 Hz : deux battements par seconde (c’est ainsi
qu’on accorde un instrument)

21t

Réponse. s = 2 cos % cos 4% ; battements de période 2 ; 442 — 440 : 2 battements par

2
seconde.

Correction de I’exercice 6 - Passer une échelle dans un couloir

a) L’échelle se décompose en deux morceaux de part et d’autre du coin : I'un traverse le
couloir de largeur 1 sous I’angle 6 (longueur ﬁ), I’autre le couloir de largeur 8

8
(longueur <in 9).

b) L'(9) = -Sin®__ 8cosh _ sin 76 SCOS 6 du signe de tan® 6 — 8 : négatif puis positif, nul
) L'(©) cos’0  sin’@ cos?0sin’0 g 9 puis p

pour tan6 = 2.
=1 cino=_2.
c) cosO E,sm@ ol
Luin=V5+4/5 =5/5 =11,18 m

— (formule générale (a?/3 +b*'%)*/? = (1 +4)*/* v).

d) Une échelle doit « passer » pour toutes les positions : elle doit étre plus courte que le
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Chapitre 3 - Trigonométrie 3

minimum de L. Longueur maximale 5/5 = 11,18 m.

COSQ + 507 minimale pour tan6 =2 : 5/5 = 11,18 m.

Réponse. L(0) =

Correction de l'exercice 7 - Le meilleur angle de vue

a) Les angles de visée du haut et du bas sont arctan% et arctan +. Par la formule de
tan(a —B) :

2X
x?+3

tan@ =

3 _
X
1+

XN|OJ x|

2
b) g(x) = . 2J>r< ,g(x) = % maximum en x =3 ; 0 € }O, 5 [ et tan croissante.

v

c) tanfO = 203 _ 1 1 Opax = % (30°) ; contrdle : arctany/3 — arctan% =

wls
ol

6
d) tan6 = (Xb2 — a)x , maximal pour x? = ab (IAG : x + ab > 7 [ab).

Réponse. tan 0 = —2X
x“+3

; distance optimale V3 m, angle Z §.en général Jab .

Correction de I’'exercice 8 - Radicaux emboités

a)1l+cosf = ZCOSZQ et cos% = 0 sur [0, m].

b) Récurrence : 2 cos =J2 (n=1), eta) avec 6 = n+1 :

2 cos

n+2

=J2+2(:032n+1

c)% 2 +J2 +J2 =~ 0,98079 v

2
2
— T IT — _II
—Up = 2<1 — COS 2n+1> - <2n+1> - an+1e

Réponse. u, =2 +/2 + -+ 2cos == 2,2 —Uuy ~ 4f—i1.

d) u,=2co

Correction de I’exercice 9 - Le nombre de Dottie
a) h(x) = cosx — x : strictement décroissante sur R, (h" = —sinx — 1 < 0, nul en des points
isolés), h(0) =1 > 0, h(%) < 0.Pourx <0, cosx>x;pourx>1,cosx =1 < x. Unique

; II
solution, dans }0, 7[.
b) cos est décroissante sur [0, 1] : image [cos1,1] = [0,54, 1]. Et
| cosx — cosy| = sin1 |x — y| (accroissements finis, |sin| < sin 1 sur [0, 1]).
C) |[Xn4+1—a|] =|cosx, —cosal| = (sinl)|x, — al, donc

Ix,—a| = (sin1)"|xg—a| >0

d) cos0,739085 =~ 0,739085 v Avec sinl =~ 0,841 : 0,841" x 0,26 < 10~ ° pour n = 72 (en
pratique le rapport tend vers sina = 0,674, d’ou = 35 itérations).

Réponse. Unique solution a = 0,739085 ; point fixe contractant de rapport sin1 ;
Ix, — a] = (sin1)"|xo — a.
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Chapitre 3 - Trigonométrie

Correction de I’exercice 10 - La suite des sinus itérés

a) Par récurrence, u, € }0, %} (car sin envoie cet intervalle dans ]0,1]) ; et

Up,1 =sinu, < u,.

b) Décroissante minorée par O : converge vers / € [O, %] ; par continuité, sinf = £. Or
sinx<xpourx>0:£=0.

c) UZ:1 = %:” — 1 : le rapport tend vers 1, convergence plus lente que toute suite

géométrique.
d) On montre (plus tard) que u, ~ % ;an=100:

Uj00 = 0,169 contre /0,03 = 0,173
— l’accord est déja bon (écart relatif 2,5 %).

-1;u,~VJ3/n.

u
Réponse. (u,) décroit vers 0, avec ”:1

Correction de I’exercice 11 - Une identité dans le triangle

a)C=no0—- (A + B).

b) cosC(cosC + 2cosAcosB) = cosC(sinAsinB + cosAcosB) = cosCcos(A — B), et
cosC = —-cos(A+ B):

—cos(A+B)cos(A —B) = —cos?A +sin’B = 1 — cos?A — cos?B
— (formule cos(p+ q)cos(p—q) = cos? p— sin? Q).
c) Equilatéral : 3 x % +2 X % =1 v Rectangle en A : 0 + cos?B +sin®B+0=1 v
d) Par b), D,cos? = 1 = cosAcosBcosC = 0 = un angle est droit.

Réponse. > cos?+2[]cos = 1 ; rectangle = cos?A + cos?B + cos?C = 1.

Correction de I'exercice 12 - La formule de Machin

_ 2/5 —_ 5 . _ 10/12 _ 5/6 _ 120

a) tan2a = 3555 = 17 5 Wanda = 7557957 = 1797142 ~ 119°
b)

391 17119 1

tan(4“ 4) 1+120 ~ 239/119 ~ 239
c)a< arctanl et tan4a > 1 proche de 1 : 4a € ]4 2[ donc 4a — % € ]0, %[ et vaut
1 _ = I
arctan === 239 Controle numérique : 4arctan§ arctan === 239 =~ (0,785398 = i
d) arctanx = x — %3 + %5 — .- converge tres vite pour x = 3 et x = 239 (gain d’environ 1,4
décimale par terme pour %) : Machin a obtenu 100 décimales en 1706.
120

tan (4a — %) =_1_.I=4arctanl — arctan -%-

Reponse. tan4a = 239 ‘4 5 239

119’
Correction de l'exercice 13 - Somme de carrés de cosinus décalés
a) cos?u = 1+C0S2U qyec 2u = 2x + KL,

b) C’est la partie réelle de ez”‘z ~ ok avec w = 621/ = 1 (n = 2), somme nulle.

k=0
c)
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Chapitre 3 - Trigonométrie

n—1

> COS2(X+RTH)=%

k=0

d) Pour n = 3, les décalages 0, E 2—” donnent, au signe pres des cosinus, les phases

021‘[ 4o 3

5 (car cos? (u + mm) = cos u) on retrouve g =

Réponse. 2,( <, COS 2(x + an) = 7 pour tout x.

Correction de l'’exercice 14 - Distance d’un point a une droite et angle

a) OM = r(cos9,sin0) ; la distance est la norme du produit « vectoriel » avec le vecteur
unitaire de D : r|cosasinf — sina cos 0| = r|sin (60 — a)|.

b) Projection : OM - U =r(cosOcosa + sinfsina) = rcos (6 — a).

¢)r=5,c0s60 =3, sin6 =42 ;sin(0 - a)—g(% %)_Jl——%
dM.D) =5 x 42 =2 _ 707
10 2
x—y=0:8324_1
d)D:x-y=0: Y3 ﬁ/
2

Réponse. d = r|sin (0 — a)| ; pour M(3,4) eta = % R

Correction de l’exercice 15 - Synthese : angles d’un triangle en progression
arithmétique

a)A+B+C=3B =11

b) sinA +sinC = 2sinZ cosd = \Fcosd ;

sinAsinC = [cos( 2d) — cos 2”] cos 2d +

c) Loi des sinus : a4+ ¢ = 2b = sinA + sinC = 2sinB = /3 cosd = /3 :
cosd=1ed=0
— le triangle est équilatéral.

— — — _1 I
d) 2R = smB =2 ; sinA ﬁ > A= (carA < ) donc d = 6'
¢ = 2RsinC = 2. Contrdle : 12 + (\/§) = 2 v (trlangle 30-60-90).

Réponse. B = % ; cOtés en progression = équilatéral ; b = J3,a=1:d= % c=2.

C=get
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