Chapitre 3 - Trigonométrie 1

Plaquette 5 - Problemes de synthese : trigonométrie et géométrie
Trigonométrie — Prépa MPSI / MP2l (1 année)

Exercices

Méthode

La trigonométrie sert d’abord a mesurer : longueurs et angles d'un triangle (loi des
sinus, Al-Kashi, Héron), angles de vue, signaux périodiques. On modélise la situation
par un angle bien choisi, on exprime la grandeur a étudier comme une fonction de cet
angle, puis on la calcule ou on I'optimise avec les outils des plaquettes précédentes
(formules, dérivation, inégalités). Chaque résultat est controlé sur un cas particulier
(triangle équilatéral, rectangle).

Exercice 1 - Loi des sinus et cercle circonscrit

Soit un triangle ABC inscrit dans un cercle de centre O et de rayon R.

a) Soit A’ le point diamétralement opposé a B. Montrer que BA'C = BAC (angles
inscrits) et que le triangle BA'C est rectangle en C.

b) En déduire a = BC = 2RsinA, puis la loi des sinus.
c) Application : un triangle a A = % B= % et a = 6. CalculerR, b, c.

d) Calculer l'aire de ce triangle.

A

Un triangle ABC et son cercle circonscrit
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Exercice 2 - Al-Kashi et Héron

Soit un triangle de cotésa =7, b =5, c = 8.
a) Démontrer la formule d’Al-Kashi a? = b? + ¢ — 2bccosA a I’aide de BC = AC — AB.

b) Calculer ’angle A.

c) Calculer l'aire de deux facons : %bc sinA, puis la formule de Héron.

d) Calculer le rayon du cercle circonscrit et celui du cercle inscrit (r = %).

c=28

Le triangle de cotés 5, 7, 8

Exercice 3 - Le triangle inscrit d’aire maximale

Soit un triangle ABC inscrit dans le cercle unité, d’angles A, B, C.

a) Montrer que son aire vaut A = 2sinAsinBsin C (loi des sinus avec R = 1).

b) Montrer que sinAsinB < sinzf# (utiliser
sinAsinB = %[cos (A —-B) —cos(A + B)]).

c) En déduire que l'aire est maximale pour le triangle équilatéral, et donner la valeur
maximale.

d) Comparer a l'aire du disque.

N

Un triangle inscrit dans le cercle unité
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Exercice 4 - Oscillateur harmonique

Un ressort vérifie X” + w?x = 0 avec w = 2, x(0) = 1 et x'(0) = 2/3.

a) Vérifier que x(t) = Acos(2t) + Bsin (2t) est solution pour tous A, B, et déterminer A,
B.

b) Ecrire x(t) = X cos (2t — ¢) ; donner I’amplitude X et la phase .
c) Déterminer le premier instant t > 0 ou 1’élongation est maximale.

d) Vérifier sur la courbe (période, amplitude).

y“
2.

1

g}!N

L'élongation x(t)

Exercice 5 - Battements

On superpose deux sons de pulsations voisines : s(t) = cos (10t) + cos(11t).
a) Ecrire s(t) comme un produit.

b) Identifier la « porteuse » (oscillation rapide) et I’« enveloppe » (variation lente de
I’amplitude).

c) Quelle est la période de I’enveloppe |2 cos (0,5t)| ? C’est la période des battements.

d) Deux diapasons de 440 Hz et 442 Hz : combien de battements par seconde
entend-on ?

1 in
V\/Vn b 3HV\IV

—

Le signal s(t) (épais) et I'enveloppe 2 cos(t/2)
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Exercice 6 - Passer une échelle dans un couloir

Un couloir de largeur 1 m débouche a angle droit dans un couloir de largeur 8 m. On
veut faire passer horizontalement une échelle la plus longue possible.

a) Une échelle qui touche le coin intérieur et les deux murs extérieurs, faisant ’angle

0 e }O, %[ avec le premier mur, a pour longueur L(0) = Cols 5 + Sii 5 Le justifier.

b) Calculer L'(0) et montrer que le minimum est atteint pour tanf = 2.

c) Calculer ce minimum.

d) Interpréter : quelle est la longueur maximale d’une échelle qui peut tourner ?

Les deux couloirs et le coin P

- J

Exercice 7 - Le meilleur angle de vue

Un tableau est accroché entre les hauteurs 1 m et 3 m au-dessus des yeux d’un
visiteur situé a la distance x > 0 du mur. On note 6(x) I’angle sous lequel il voit le
tableau.

2Xx
x2+3°

a) Montrer que 0(x) = arctan% - arctan% et que tanf(x) =

b) Montrer que tan (donc ) est maximal pour x = /3.
c) Calculer I’angle maximal.

d) Généraliser : tableau entre a et b ; distance optimale Jab .

T2

" - Tl

Le tableau [T:1T2] vu depuis I'ceil
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Exercice 8 - Radicaux emboités

a) Montrer que 2 cos% =2 + 2cos O pour 0 € [0, ).

b) En déduire que 2 cos# = JZ +J2 + -+ +V2 (n radicaux).
c) Vérifier pour n = 3 : cos% ~ (0,98079.

d) En déduire que la suite u; =2, u,+1 =2 + u, tend vers 2, et que 2 — u, ~ 4?;‘:1.

- J

Exercice 9 - Le nombre de Dottie

On étudie I’équation cos x = x.

a) Montrer qu’elle a une unique solution réelle a, et que a € }O, %[

b) Montrer que cos envoie [0, 1] dans [cos1,1] C [0, 1] et y est contractante de
rapport sinl < 1.

c) En déduire que la suite x, ;1 = cosx, converge vers a pour tout x, € [0, 1].
d) On donne a = 0,739085 : vérifier cosa = a et estimer le nombre d’itérations pour
107° depuis xg = 1.

V A

i 3

i
4

Les courbes de cos et de y = x

-
G
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Exercice 10 - La suite des sinus itérés

Soit ug € }0 }et U,4+1 =Sinu,.

72
a) Montrer que (u,) est positive et décroissante.
b) En déduire qu’elle converge, et que sa limite / vérifie sin/ = £ ; conclure £ = 0.

u
c) Montrer que la convergence est lente : -+ — 1.

d) Numériquement, depuis ug =1, on a u 99 = 0,169 ; comparer a 100 = 0,173.

y“

N
e Y

La courbe de sin sous la droite y = x

-

G

Exercice 11 - Une identité dans le triangle

Soient A, B, C les angles d’un triangle.

a) Montrer que cosC = —cos (A + B) = sinAsinB — cosA cosB.

b) En déduire cos?A + cos?B + cos?C + 2cosAcosBcosC = 1 (calculer
cos®C + 2 cosAcosBcosC).

c) Vérifier pour le triangle équilatéral et pour un triangle rectangle.

d) En déduire qu’un triangle est rectangle si et seulement si
cos?A + cos?B + cos?C = 1.

-
G

Exercice 12 - La formule de Machin

On pose a = arctan%.

a) Calculer tan 2a puis tan4a.

b) Calculer tan (4(1 - %)

c) En déduire la formule de Machin Z 1 =4 arctang — arctan 535 9 (justifier que les
angles sont dans le bon intervalle).

d) Expliquer pourquoi cette formule permet de calculer beaucoup de décimales de .

-
-

Exercice 13 - Somme de carrés de cosinus décalés

"
|
N
"
N
N

Soit n = 2 et S(x) = EZ:)COSZ (x+ an)

a) Linéariser et montrer que S(x) = ” +1 zk 0 cos (Zx + 2k”)
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b) Montrer que la derniere somme est nulle.
c) En déduire que S(x) = % pour tout x.

d) Application : trois phases (n = 3) ; relier a ’exercice du courant triphasé.

Exercice 14 - Distance d’un point a une droite et angle

Dans le plan, soit D la droite passant par O de vecteur directeur (cosa, sina), et M le
point de coordonnées polaires (r, 0).

a) Montrer que la distance de M a D vaut r|sin (6 — a)|.

b) Montrer que le projeté de M sur D est a la distance r|cos (6 — a)| de O.
c) Application : M(3,4) et a = %.
|ax + by + c|

Va2 + b?

d) Retrouver c) avec la formule de la distance a une droite

Y

La droite D (angle m/4) et le point M(3, 4)

Exercice 15 - Synthése : angles d’un triangle en progression arithmétique

Les angles d’'un triangle sont en progression arithmétique : A =Z —d, B = %

3
C=%+davecOsd<%.

a) Justifier que B = % nécessairement.

b) Exprimer sinA + sinC et sinA sin C en fonction de d.

c) Si de plus les cotés opposés vérifient a + ¢ = 2b (progression arithmétique des
cotés), montrer que d = 0 (loi des sinus).

d) Sib =3 eta =1, calculer d, puis c.
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