Chapitre 26 - Variables aléatoires finies 1

Plaquette 3 - Couples de variables : lois
conjointes, marginales et conditionnelles

Variables aléatoires finies — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Couples de variables aléatoires.
— Marginales : P(X = x) = Ey]P(X =x,Y=y), et de méme pourY.
— Loi conditionnelle de Y sachant X = x (si P(X = x) > 0) :

PY=y|X=x) = P(XPTXX;YX): y)

— Loide g(X,Y) : P(g(X,Y) = 2) = Eg(w) _,PX=xY=y).
— Indépendance : P(X = x,Y = y) = P(X = x)P(Y = y) pour tous X, y.
— Lemme des coalitions : si X et Y sont indépendantes, f(X) et g(Y) le sont aussi.

— Une loi conjointe de la forme P(X = x, Y = y) = a(x)b(y) correspond a des variables
indépendantes.
G J

Correction de l'exercice 1 - Lire un tableau de loi conjointe

a) On somme les lignes pour X, les colonnes pour Y :

PX=0)=0,3, PX=1)=03 PX=2)=04 P(Yy=0)=0,6, P(Y=1)=04
b)PX=0,Y=0)=0,1#0,3%0,6=0,18: pas indépendantes.
c) On divise la colonne Y=1parsontotal 0,4 : PX=0|Y=1) = 8:—2 = 0,5,
PX=1|Y=1)=025PX=2|Y=1)=0,25.
d) On regroupe les cases de méme somme :

—S=0:0,1;S=1:(1,0)et(0,1),0,24+0,2=0,4;S=2:(2,0)et(1,1),0,3+0,1=0,4
;§=3:0,1. Somme 1.

Réponse. X :0,3;0,3;0,4;Y:0,6;0,4 ; dépendantes ; X|Y=1:0,5;0,25;0,25; S :
0,1;0,4;0,4;0,1.

Correction de l'exercice 2 - Deux tirages sans remise

a) Les 6 couples (x,y) avec x # y sont équiprobables :

]P’(X=X,Y=y)=%(x¢y), PX=xY=x)=0

b) Chaque ligne et chaque colonne contient deux cases a % : X et Y sont toutes deux
uniformes sur {1, 2, 3} (le second jeton est, pris seul, aussi aléatoire que le premier).

c)Non:P(X=1,Y=1)=0= %
d) X - Y| = 1 pour (1,2),(2,1),(2,3),(3,2) : § =2 ; =2 pour (1,3),(3,1) : L.

Réponse. Loi conjointe % hors diagonale ; marginales uniformes ; dépendantes ; | X — Y] :

2 1
3en1,3en2.
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Chapitre 26 - Variables aléatoires finies

Correction de l'exercice 3 - Minimum et maximum de deux dés

a) Pouri <j, (U,V) = (i,j) correspond aux deux couples (i,j) et (j,i) ; pouri =j, au seul
couple (i, 1) :

PU=iV=))==2 (<)) =z=(=)) 0(>))

i —1i — 2i . 2(—1) _ 2j—1
b) P(U = i) = L + 20~ ')=133621;]P’(V=J)=l+ 1 J36 :

OPU=1)=1LetPU=1,V=6)=-2, donc P(V=6|U=1) =4 = 0,18, alors que
P(V=06)= ﬂ = 0 31 : savoir qu’'un dé est petit diminue la probablhte que le maximum
soit 6 (en fa1t il faut alors que 1’autre dé fasse 6)

A 2 (i L1 i . 13 — 2i )= 2
Reponse.%(1<1),%(1—J),U 36 , V. ;P(V=6|U= —11.

Correction de l'’exercice 4 - Loi conjointe de forme produit

a)zi,jczi3j=c(1+2+4)(1+3+9)=91c=1;C=91_1.
2/3/ _ 13x2' _ 2" . _N_7x3 _ 3
b) PX =1) = 3,47 = =g1= = 7 P(Y =)) = 557> = 5.

c) Pour tous i,j :
i j inj

P(X=1)P(Y=j)=27x1l=%=P(x=i,Y=j)

dPX=Y)= 1+46+36 — _3

9
Réponse.c=91—1;X 27 Y: 3— ; indépendantes ; P(X =Y) = 3—1

Correction de I’exercice 5 - Une somme modulo 3 indépendante

a) Pour x et z fixés, Z = zet X = x imposent Y = 2 — x (mod 3), une seule valeur :

P(X =x,Z=2)=PX=x)P(Y = (z - x) mod 3)=%

b)) P(Z=2) = EX 3 é uniforme. Et % X % pour tous x, z : indépendantes.

c) Non : Z est déterminé par (X,Y) ; par exemple PX =0,Y=0,Z=1)=0 = 1 . (Elles
sont indépendantes deux a deux, par le méme calcul.)

d) Le message chiffré Z est indépendant du message X : I’observer n’apporte aucune
information sur X (masque jetable de Vernam).

Réponse. PX =x,Z =2) = % ; Z uniforme, indépendante de X ; pas d’indépendance
mutuelle ; chiffrement parfait.

Correction de I'exercice 6 - Produit et maximum de variables de Bernoulli

a) Par indépendance, P(X =1,Y=1) = pq, P(1,0) = p(1 — q), P(0,1) = (1 — p)q,

P(0,0) = (1 —p)(1 —q).

b)XYe {0,1} et XY =1eX=Y=1:PXY=1)=pg. max(X,Y)=0=X=Y=0:
P(max(X,Y)=1)=1-(1-p)(1 -q)

c)X+Ye{0,1,2},deloi (1 —p)(1—q), p(1 -q)+ q(1 —p), pq. C’est la loi B(2, p) si et
seulement si p = q.

d)Avec X =14, Y=15:XY=1,,pet max(X,Y) = 1,5 ; on retrouve P(A N B) = pq et
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Chapitre 26 - Variables aléatoires finies 3

P(AUB) =1- (1 - p)(1 - q) pour des événements indépendants.
Réponse. XY ~ B(pq) ; max ~B(1 — (1 —p)(1 —q)); X+Y ~B(2,p)ssip=q.

Correction de I’exercice 7 - Les marges ne déterminent pas la loi conjointe
a) Les marges imposent P(1,1) + P(1,0) = % etP(1,1)+P(0,1) = % puis le total 1 :
P(1,00=P0,1)=1-t P00 =t

1

— Toutes les cases doivent étre positives : t € [O, 7]. Il y a une infinité de lois conjointes

compatibles.

b) Indépendance : t = % X % = =+ (et alors toutes les cases valent %).

1
4
A)t=0:PX=Y)=0,s0itY=1
Y=X.

— X (anti-corrélation parfaite). t = % PX#Y) =0, soit

1_

5 t,tavect €0, l] ; indépendance pour t = 1 ; Y=1-Xou

Réponse. Cases t, % —t,
Y = X aux extrémes.

Correction de I'exercice 8 - Lemme des coalitions

a) En regroupant les antécédents :
PfX)=a,g()=b)= > D PX=xPY=y)= < D> PX= x)>( > P(Y=y)>
fx)=agly)=b fix)=a gy) =b

— ce qui vaut P(f(X) = a)P(g(Y) = b).
b) Avec f= 1. et g(y) = 1,25 19 : fIX) et g(Y) sont indépendantes, donc les événements
aussi.

c)Non: X+Y=2imposeX=Y=1,doncX-Y=0:PX+Y=2,X-Y=1)=0 alors que
les deux probabilités sont non nulles. Le lemme ne s’applique pas, car X +Yet X —-Y
dépendent toutes deux de X et de Y.

Réponse. f(X), g(Y) indépendantes ; b) indépendants ; c) X + Y et X — Y dépendantes.

Correction de I’exercice 9 - Succes parmi les premiers essais, sachant le
total

a) Pour une suite donnée comportant exactement k succes, P = pX(1 — p)"_k,
indépendamment de la position des succes. Sachant X = k, chaque suite a donc

ki1 _ n—-k
probabilité -2 (1= p) =_1

(e (3)

b) Sachant X = k, on choisit uniformément k positions parmi n, dont m « marquées » (les

premieres) :
()G
P(Y=j|X=k) = J nk_j
(%)

— — — \3/ _ 20 _1 — — 5
3
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Réponse. Positions uniformes ; Y| X = k ~ H(n, m, k), indépendant de p ; c) %
Correction de I'exercice 10 - Amincissement d’'une loi binomiale
a) X ~ B(n, p) et, sachant X =k, Y ~ B(k, q).

b) P(Y =j) = Ezzj( ) k(1 - ( )q’(l q)* 7. Avec l'identité rappelée et i =k —j :

P(Y =j) = ( )(pq)f E ( )(p(l —q)'1-p" 7 = (;’)(pq)f'(p(l ~—p+1-p"~J

—etp(l-q@+1-p=1-pq.

c) Chaque graine donne une plante fleurie avec probabilité pqg (germer et fleurir),
indépendamment des autres : Y ~ B(n, pq).

Réponse. X ~ B(n,p), Y| X =k ~B(k,q) ; Y ~ B(n, pq).

Correction de I'exercice 11 - Somme et différence de deux dés

a)S=2'1mpose(1 1), doncD=0:P(S=2,D=0) = % PS=2)= et]P’(D 0) = %
Le produit vaut -—%x~ 1266 296 # 31 : pas indépendantes.

b) S — D = 2Y est pair.
c) S = 7 : 6 couples équiprobables (1, 6), ..., (6, 1), de différences —5,-3,-1,1,3,5:
P(D=d|S=7) =% pourd € {-5,-3,-1,1,3,5}

Réponse. Dépendantes ; méme parité ; D | S = 7 uniforme sur {-5,-3,-1,1,3,5}.

Correction de I’exercice 12 - Couple défini par une urne a trois couleurs

a) (130) = 120 tirages équiprobables. Pouri+j < 3 :

NN 0. 0) )

120

— Parexemple PX=1,Y = 1)=%=%, ]P’(X=O,Y=0)=%.

2 8
b) En sommant surj (Vandermonde), P(X =1i) = M : X ~ H(10, 2, 3), soit

120
56 56 pouri=20,1,2
120’ 120 120 P

c) Sachant X = 1, les 2 autres boules sont tirées parmi les 8 non blanches (3 rouges, 5
vertes) :

— P(Y=j|X=1) <3><25J> 10 15 3

_—(8) 38" 38 2—8pourj=0,1,2.
2
(D0C)G--)
Réponse. P(X =1,Y =j) = ~ leg_l_J ; X ~H(10,2,3); Y| X = %%—g%
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Correction de I'’exercice 13 - Loi du couple (premier succes, nombre de
succes)

a) Issues (P = Pile) et valeurs de (T, N) : PPP (1, 3) ; PPF, PFP (1,2) ; PFF (1,1) ; FPP (2, 2)
; FPF (2,1) ; FFP (3,1) ; FFF (0,0). Chaque issue a probabilité 1.

P(1,3) = % P(1,2) = 2 ,P(1,1) = 1 ,P(2,2) = 1 ,P(2,1) = 1 ,P(3,1) = £, P(0,0) =
. 4 2 — _1 — _1 - 1.1 3 3 1
b)T:P(T=1)=4% PT=2)=2PT=3)=1 PCT=0=1N B(3,2).8,8,8,8.
C)P(N=n|T=1)= Pil/zn) L %% pour n = 1,2, 3. Sachant que le premier lancer est
Pile, N — 1 compte les Piles des deux lancers suivants : N —1 ~ B<2, %)

Réponse. N ~B(3,3);T: 4,5, &+ (FpourT=0); N-1|T=1~B(2,73).

Correction de l’exercice 14 - Indépendance : une seule case ne suffit pas

a) L’égalité de la case (1, 1) est I'indépendance des événements A = {X =1} et
B = {Y = 1}. Elle entraine celle de A et B, de A et B, de A et B, c’est-a-dire 1'égalité
produit pour les cases (1, 0), (0, 1), (0,0) :

PX=xY=y)=PX =x)P(Y=y) pour tout (x,y) € {0, 1}2

b) Chaque ligne et Chaque colonne a pour somme : les deux marginales sont uniformes
sur {0,1,2}. Case (0,0) : = = % x L , ’égalité est Verlﬁee Mais case (0,2) : 0 # 1 : XetY
ne sont pas 1ndependantes. Au- dela de deux valeurs, il faut controler toutes les cases

(une case fausse suffit a conclure a la dépendance, une case juste ne prouve rien).
Réponse. Cas binaire : une case suffit ; exemple a trois valeurs : case (0, 0) juste mais
(0, 2) fausse, dépendantes.

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : partage d’un secret en deux
morceaux

aA)PS=sM=m)=P(S=s,K=s®&m) =P(S =5s) X % (indépendance de S et K). En
sommant sur s, P(M =m) = % et

PS=s,M=m)=P(S=s)P(M=m)
— M est uniforme et indépendante de S.
b) Par hypothese (K est tirée indépendamment de S).
c)KeM=K®eSe®K=S (carKe K =0).
d) Non : S est une fonction de (K, M). Par exemple, si P(S=1) =s € ]0, 1],

P(S=1,K=0,M = 0) =0 alors que le produit des probabilités vaut s x % X % # 0. Les

trois variables sont indépendantes deux a deux (c’est tout 'intérét du partage) sans
I’étre mutuellement.

Réponse. M uniforme, indépendante de S ; S = K& M ; indépendance deux a deux mais
pas mutuelle.
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