Chapitre 26 - Variables aléatoires finies 1

Plaquette 5 - Modéliser avec des variables aléatoires

Variables aléatoires finies — Prépa MPSI / MP2l (1 année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Boite a outils de modélisation.

— Comptage : siles A; sont mutuellement indépendants de probabilité p,

n
N= > 1, ~ B(n,p)
i=1

— Transformation affine : siY=aX+b (a#0), P(Y=y) = P(X = y;b).

— Rangs : dans une permutation aléatoire uniforme, la position d’un objet donné est
uniforme.

— Fonction génératrice d’'une somme de variables indépendantes : produit des
fonctions génératrices.

— Simulation par inversion : si U est uniforme sur [0, 1[ et F la fonction de
répartition d’une loi sur {x; < ... < x,.}, la variable qui vaut x; lorsque
F(xx-1) = U < F(xy) suit cette loi.

AN J

Correction de I'exercice 1 - Boites vides

a) Au moins une boite est occupée : V€ {0,1,2}.

b) 27 répartitions équiprobables (applications de 3 boules dans 3 boites). V=10 :
bijections, 6. V = 2 : les trois boules dans la méme boite, 3. V =1 : le reste,
27 -6 -3 =18.

P(v=0)=%, P(V=1)=4i8 ]P’(V=2)=%

3 3 2
c) P(A4) = (%) = % P(A;NA,) = (%) =L = (i) : pas indépendants (et
AiNA;NA3; = @). Vn'est donc pas binomiale.
18

3 . V= 8 vk .
57 P(A)) 57 evenements dépendants.

A . 6 18
Reponse. V: 57 57

Correction de I'exercice 2 - Nombre de records

a) Parmi les i premieres valeurs, chacune a la méme probabilité d’étre la plus grande
(symétrie de la permutation uniforme) : la derniere 1’est avec probabilité %

b) I; ~ B(%) de fonction génératrice 1 — % +1= @ Par indépendance, G =[], G;.

C)n=4:Ggt) = LHDELDE+3) _ t*+ 6t° + 11> + 6t

24 24
PR=1)=-0, PR=2=11 PR=3)=2L, PR=4)=-;

— R =4 : ordre croissant, une seule permutation. R = 1 : la plus grande valeur en téte,
3! = 6 permutations.

Réponse. P(I;=1) =1 ; Gp=[[t+=L;n=4.8 11 6 1
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Chapitre 26 - Variables aléatoires finies 2

Correction de I’exercice 3 - Nombre de séries dans une suite de pile ou face

a) Chaque changement de résultat commence une nouvelle série, et la premiére série
commence au lancer 1.

b) P(C; = 1) = P(PF) + P(FP) =

(9) + (9) + (9)

— . — \O 1 2/ _14+9+36 _ 46
c)n=10:P(R=3) = =15 = =15 =<5
avec seulement 2 ou 3 séries est suspecte (trop « groupée ») ; a I'inverse, R proche de 10

(alternance quasi parfaite) I’est aussi. Les humains qui « inventent » du hasard
produisent souvent trop de séries.

Réponse. R — 1 ~B(n—1,l),-n=10:P(R53)=511—62z0,09.

= 0,09. Une suite de 10 lancers

Correction de I’exercice 4 - Attendre deux succes
a) T =k : le k-ieme appel est un succes, et parmi les k — 1 précédents il y a exactement
un succes (k — 1 positions possibles). Chaque suite a probabilité p?(1 — p)k_2 :

P(T = k) = (k — 1)p*(1 — p)* ~*

b) p?=10,09: P(T=2)=0,09, P(T=3)=2x0,09%0,7=0,126,
P(T=4)=3x0,09%x0,49 =0,1323. Donc P(T = 4) = 0,3483.

— P(T=5)=4%x0,09%x0,343 = 0,1235 et P(T=6) =5 x 0,09 x 0,2401 = 0,1080 ;
P(T=0)=1-0,3483-0,1235-0,1080 = 0,420.

c) T = 0 si et seulement si le nombre X de succes en 6 appels est au plus 1, avec
X ~B(6,0,3):0,7°+6 x0,3x 0,7’ = 0,1176 + 0,3025 = 0,420.

Réponse. P(T =k) = (k— 1)p*(1 —p)* "%, P(T = 4) =~ 0,348 ; P(T = 0) =~ 0,420.

Correction de l'exercice 5 - Gains a la roulette

©

a)B~B(3 18)etG=B—(3—B)=2B—3€{—3,—1,1,3}.Avecp=:1,)—f73,q= 1

lﬁ 7:

w

P(G = 2k — 3) = (2)pkq3_k

: 3 _ . _ _2y_ 6859 _ _ _1y_— 3x18x361 .
— soit, avec 37° =50653 : P(G = —-3) = 50653 0,135, P(G 1) 50653 0,385,

— — 3%x324x19 _ — — 5832 _
P(G=1)= 5653~ 0,365, P(G = 3) = 50653 = 0,115.

b) P(G>0)=PB=2)=0,365+0,115 = 0,480.

c) Avec p = % :P(G >0) = % exactement. La case verte (0) suffit a rendre le jeu

défavorable au joueur.

Réponse. G = 2B — 3, B ~ B(3, :15—573) ; P(G > 0) = 0,480 contre %

Correction de l'exercice 6 - Simuler une loi par inversion

a) La fonction renvoie 2 exactement quand 0,2 =u < 0,7 :
PX=2)=P0,2=U<0,7)=0,5

— deméme P(U<0,2)=0,2et P(U=0,7) =0,3.
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Chapitre 26 - Variables aléatoires finies

b) Ce sont les valeurs de la fonction de répartition : Fx(1) = 0,2, Fx(2) = 0,7, Fx(3) = 1.
On découpe [0, 1[ en intervalles de longueurs P(X = x;), et X prend la valeur x; quand U
tombe dans le k-iéme intervalle : c’est la méthode d’inversion.

c) Une variable de Bernoulli s’obtient en testant random() < p :

def binomiale(n, p):
s =20
for _ in range(n):
if random() < p:
s=s5+1
return s

Réponse. Intervalles [0; 0,2[, [0,2;0,7[, [0,7; 1[ donnés par Fyx ; binomiale = somme de
Bernoulli.

Correction de I'exercice 7 - Retransmissions sur un réseau

a) N =k <4 : k-1 pertes puis une réception, P(N = k) = 0,1k_1 X0,9.N=4:1les3
premiers envois sont perdus, P(N = 4) = 0,13 = 0,001 (le quatrieme envoi a lieu, qu’il
réussisse ou non).

PIN=1)=0,9, PIN=2)=0,09 PWN=3)=0,009 PWN=4)=0,001
b) Les 4 envois perdus : 0,14 =107*
c) Avec m envois: 0,1 <10 %= m = 6.
Réponse. N : 0,9;0,09;0,009; 0,001 ; perte définitive 107*; 6 envois.

Correction de I’exercice 8 - Position d’une carte donnée

a) Pour k fixé, les permutations placant 1’as de pique en position k sont au nombre de 51!

51! _ 1
:P(P=k) = 51 = 53
b)Pourk=/{:PP=k,Q=1{) = gg: m (uniforme sur les couples distincts). Pour
de[[1,51]], i1y a 2(52 —d) couples d’écart d :

Al oy 2(52—d)
PP -Ql=d = 57557
—-1.2x51 2 _ 1
©)d=1:5357T =52 = 2"
Réponse. P uniforme ; P(|[P - Q| =d) = % ; voisins : %

Correction de l'exercice 9 - Transfert entre deux urnes

a) ]P’(X=1)=%. Si X =1, U, contient 2 blanches sur 4 ; si X = 0, 1 blanche sur 4 :
—2y2_1 - 1,1_1 - 1,3_1
1 1 _ 5 — _ 7
b)]P’(Y—l)—§ ﬁ—ﬁ,P(Y—O)—ﬁ.
/3 _ 4
c)PX=1|Y=1)= W‘ﬁ'
Réponse. (X,Y) : %%,%;Y B(%) PX=1|Y= =%.

Correction de l'’exercice 10 - Cout de production

a) C =100 + 20X avec X ~ B(5,0,1). La transformation est affine et injective :
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Chapitre 26 - Variables aléatoires finies 4

P(C = 100 + 20k) = (2)0,1"0,95‘k
— P(C =100) = 0,590, P(C =120) = 0,328, P(C = 140) = 0,0729, P(C = 160) = 0,0081,
P(C = 180) = 0,00045, P(C = 200) = 0,00001.
b)C>130=X=2:1- 0,9°-5x%0,1 % 0,94 =1-0,59049 - 0,32805 = 0,081.
c) Au moins une piece défectueuse : 1 — 0,95 = 0,41.
Réponse. C = 100 + 20X, X ~ B(5,0,1) ; P(C > 130) = 0,081 ; seconde série : = 0,41.

Correction de I'exercice 11 - Boules noires restantes

a) Tirer sans remise jusqu’au bout revient a ranger les boules dans un ordre aléatoire
uniforme. Les positions des noires forment une partie a 2 éléments, chacune des

<;> = 10 étant équiprobable.

b) R compte les noires situées apres la derniere blanche.
1

’ ﬁ'
— R =1 : une noire en position 5, I’autre en position < 3 (sinon elles seraient en 4 et 5) :

(2)

ﬁ.
_ . . LA\2/ i
— R = 0 : la position 5 est blanche : ) 10"
b+2>
2

— R = 2 : noires en positions 4 et 5

Il
—_
=
s
Il
=
Il
[ep

parties : P(R = 2)

c) N = b + 2 boules, (

Correction de I’exercice 12 - Code a répétition

a) E ~ B(3, p).
b) e(p) = P(E = 2) = 3p%(1 — p) + p3 = 3p? — 2p°.

c)p=0,1:£=0,03-0,002 =0,028, pres de 4 fois moins que 0,1 (au prix d’un débit
divisé par 3). En général :

8(p)<p4=3p2—2p3<p=>p(2p—1)(p—1)<0=>O<p<%

— Le code n’améliore les choses que si le canal fait moins d’une erreur sur deux.

Réponse. E ~ B(3,p) ; € = 3p?2 —2p3; 0,028 pour p = 0,1 ; utile ssi p < %

Correction de I’exercice 13 - Sondage électoral
a) X ~ B(n, 0,52) : chaque personne interrogée est indépendante des autres (modeéle avec
remise, ou grande population).
b) P(X < 2) = 0,48° + 5 x 0,52 x 0,48* + 10 x 0,52% x 0,48° :
=~ 0,0255+ 0,1380 + 0,2990 = 0,46

c)n=1:PX=0)=0,48.n=3:
PX=<1)= 0,483 +3x%x0,52 % 0,482 =~ 0,111 + 0,359 = 0,470. Avec un si petit échantillon,
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Chapitre 26 - Variables aléatoires finies 5

le sondage se trompe presque une fois sur deux ; il faut des milliers de personnes pour
trancher un écart de 52 /48.

Réponse. X ~ B(n, 0,52) ; erreur = 0,46 (n =5), 0,48 (n=1), 0,47 (n = 3).

Correction de I'’exercice 14 - Lancers jusqu’au premier six (tronqués)

k-1
a) Pour k < n: k — 1 lancers sans 6 puis un 6, P(L = k) = (%) %. Pourk=n:lesn-1

premiers lancers ne donnent pas 6 (le n-ieme lancer a lieu de toute facon) :
5 n—1
- - ()
b) C’est la probabilité de devoir aller jusqu’au bout, que le dernier lancer donne 6 ou non.
3
OPL=3)=1-(3) =7 ~0421;PL=10) = (g) ~0,194.
Réponse. P(L = k) = (2) 'L (k<n), PL=n)=(2)""'; 0,421 et 0,194.
Correction de I'’exercice 15 - Synthese : un QCM noté avec pénalité

a) B ~ 3(4 )et

N=B-1(4-B)=22-14

4
— )= (4)3°F. 81 108 54 12 3 11
b) ]P’(B—k)—(k> 556 256° 2567 256 356 256 Donc N vaut —1, E'T 4 avec ces
probabilités.
_ 81 _ 175 _ _3
c)N=0eB=1:1 56 = 250 0,684 N=2=5B=12=B=3: 26 0,051.

d) B ~B(4, %) PB=3)=4xLtx2+ 2L =28 +.L =1-0111 Eliminer une réponse

fausse double presque la probablllte d’avoir au moins 2.

Réponse. N = 5B , B ~ B(4, 4) P(N = 0) = %gg, P(N = 2) = % . avec élimination :

O~
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