Chapitre 7 - Probabilités 1

Plaquette 3 - L’événement contraire

Probabilités — Quatrieme
Corrections détaillées

Boite a outils

Définition. L’événement contraire de A, noté A, est constitué de toutes les issues
qui ne sont pas dans A.

La formule fondamentale.
P(A) + PA) =1 donc P(A)=1-PA)

Formuler le contraire.

Evénement A Son contraire A
obtenir un 6 ne pas obtenir de 6
obtenir au moins un pile n’obtenir aucun pile
obtenir au plus 3 obtenir strictement plus de 3
tous les jetons sont rouges | au moins un jeton n’est pas rouge

Les pieges de formulation.

— le contraire de « au moins un » est « aucun », pas « au plus un » ;

— le contraire de « tous » est « au moins un qui n’est pas », pas « aucun » ;
— le contraire de « strictement supérieur a 5 » est « inférieur ou égal a 5 ».

Quand l'utiliser. Des que 1’énoncé contient « au moins », « au plus », ou « pas » : le
contraire est presque toujours plus simple a dénombrer.

Le controle. P(A) et P(A) doivent totaliser exactement 1. Deux probabilités dont la
somme vaut 0,98 signalent un oubli d’issue.

Correction de l'exercice 1 - Formuler le contraire

a) Le contraire est « obtenir un nombre impair ». Sur un dé, les issues se répartissent
entre pairs et impairs sans chevauchement :

P(pair) + P(impair) = % +

o|w
Il
(=Y

Les deux chemins concordent v

b) Le contraire de « au moins une rouge » est « aucune rouge ». Ce n’est pas « au plus
une rouge » : cette formulation inclurait le cas d’une seule boule rouge, qui appartient
déja a I’événement de départ.

c) Le contraire de « les trois sont des filles » est « au moins un n’est pas une fille »,
c’est-a-dire « il y a au moins un garcon ». Ce n’est pas « les trois sont des gargons », qui
est un cas beaucoup plus restrictif.

d) Le contraire de « au plus 4 » est « strictement plus de 4 », soit obtenir 5 ou 6.

La regle de formulation. Le contraire doit couvrir exactement tout ce qui reste, sans
rien oublier ni rien reprendre. Le test : les deux événements réunis doivent former la
totalité des issues, et ne se chevaucher en rien.

Réponse. a) impair — b) aucune rouge — c¢) au moins un gargcon — d) obtenir 5 ou 6.
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Chapitre 7 - Probabilités

Correction de l'exercice 2 - Calculer par le contraire

a) Il y a 20 boules en tout :

P(blanche) = 24—0 - % =02

b) Par I’événement contraire :
P(blanche) =1 — P(blanche) =1-0,2=0,8

c) Calcul direct : 16 boules ne sont pas blanches, donc

L’égalité est vérifiée v
Les deux méthodes concordent.
Quand préférer le contraire. Ici les deux chemins sont aussi courts. L’intérét apparait

quand 1’événement direct compte beaucoup d’issues et son contraire trés peu : on
dénombre alors le plus petit des deux.

Le controle systématique. 0,2 + 0,8 = 1 v Cette égalité doit étre vérifiée a chaque fois
qu’on utilise la formule.

Réponse. a) 0,2 — b) 0,8 — c) % =0,8v

Correction de l'exercice 3 - Au moins un six

a) Chaque dé a 6 résultats possibles, et ils se combinent :
6 X 6 = 36 issues

b) Pour n’avoir aucun 6, chaque dé doit tomber sur I'une des cinqg autres faces :
5x 5 =25 issues

c) Par I’événement contraire :

P(au moins un 6) = 1 — 22 = 11 - 9 306

3 6
Pourquoi le contraire est indispensable ici. Dénombrer directement « au moins un 6
» obligerait a distinguer trois cas — le 6 sur le premier dé seulement, sur le second
seulement, ou sur les deux — soit 5 + 5+ 1 = 11 issues. C’est faisable, mais plus long et
plus risqué.
1,1_1

L’erreur classique. Répondre 6 + 63 compterait deux fois le double six. La bonne
valeur, % =~ 0,306, est légerement inférieure a % ~ 0,333 v

Réponse. a) 36 — b) 25 — c) % ~0,31.

Correction de l'exercice 4 - Le questionnaire

a) P(sportif) = % = % = 0,733.

b) Par le contraire :

P(sportif)y =1 — 1L = 4 < 0,267

Controle direct : 30 — 22 = 8 éleves non sportifs, et 3% =

Gl
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Chapitre 7 - Probabilités 3

c) La classe compterait 35 éleves dont 27 sportifs :

P(sportif) = ﬁ ~ 0,771  P(sportif) = % ~ 0,229

27+ 8 -1/

35 35

La lecture du changement. Le nombre de non-sportifs ne change pas (8), mais leur
probabilité diminue, parce que le total augmente. Une probabilité dépend toujours des
deux termes du quotient

Controle :

Réponse. a) E — b) = —) %g et %

Correction de l'exercice 5 - L’erreur de Hugo

a) Le contraire de « au moins un pile » est « aucun pile », c’est-a-dire « trois faces ». La
formulation de Hugo est fausse : « au plus un pile » inclut le cas d’un seul pile, qui
appartient déja a I’événement de départ.

b) Chaque piéce a deux résultats, et elles se combinent :
2 X 2 x 2 = 8issues

c) Une seule issue ne comporte aucun pile : FFF. Donc

P(au moins un pile) =1 — % = % = 0,875

Le controle par énumération. Les huit issues sont PPP, PPF, PFP, FPP, PFF, FPF, FFP,
FFF. Sept comportent au moins un pile v

Le test qui démasque une mauvaise formulation. Un événement et son contraire ne
doivent avoir aucune issue commune. « Au moins un pile » et « au plus un pile »
partagent toutes les issues a exactement un pile : ce ne sont donc pas des contraires.

Réponse. a) le contraire est « aucun pile » — b) 8 issues — c) %

Correction de I’exercice 6 - Le lot défectueux

a) P(défectueuse) = 41#.20 = 0,03 = 3%.

b) Par le contraire :
P(conforme) =1-0,03=0,97 =97%
c) Non. Le taux de conformité est de 97%, inférieur aux 98% visés.

Ce qu’il faudrait pour atteindre 1’objectif. Un taux de 98% signifie au plus 2% de
défauts, soit

0,02 x 400 = 8 pieces défectueuses
Il1yena 12 : il faudrait en éliminer 4 de plus, soit un tiers des défauts actuels.

8 _ 388 _ 392 _ .
Le controle de cohérence. 200 =0,02 v et 222 100 = 0,97... non, 200 =0,98 v avec 8

défauts, il resterait 392 pieces conformes.

Pourquoi passer par le contraire. Compter 388 pieces conformes une a une n’a aucun
intérét quand 12 défauts se comptent en une ligne. C’est exactement la situation ou la
formule fait gagner du temps.

Réponse. a) 0,03 — b) 0,97 — c¢) non, il faudrait au plus 8 défauts.
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Chapitre 7 - Probabilités 4

Correction de l'exercice 7 - Deux tirages successifs

a) Chaque tirage a 5 issues, et la remise rend les deux tirages identiques :
5x 5 =25 issues

b) Pour deux rouges, il faut une rouge a chaque tirage :

3 x 3 = 9 issues favorables P = D _ 0,36

5

c) « Au moins une verte » a pour contraire « aucune verte », c’est-a-dire « deux rouges » :

i = —_ i = E =
P(au moins une verte) = 1 55 = & 0,64

Pourquoi le contraire est le bon chemin. Dénombrer directement « au moins une
verte » demanderait trois cas : verte puis rouge (2 X 3 = 6), rouge puis verte (6), verte
puis verte (4), soit 16 v Méme résultat, trois fois plus de travail.

Le role de la remise. Elle garantit que la composition de 1'urne est identique aux deux
tirages : les 5 issues du second tirage sont les mémes qu’au premier. Sans remise, le
second tirage n’aurait que 4 issues.

Réponse. a) 25 — b) % = 0,36 — c) % = 0,64.

Correction de I’exercice 8 - Les trois questions

a) Chaque question a 4 réponses possibles, indépendamment des autres :
4 x4 x4 =64 fagons

b) Pour tout faux, il faut choisir une mauvaise réponse a chaque question, soit 3
possibilités par question :

3 x3x3=27issues P(tout faux) = %—Z = 0,422

c) Par le contraire :
P(au moins une bonne) =1 - 4L =22 = (0,578
Pourquoi le contraire s’impose. L'événement direct regroupe les cas « exactement une

bonne », « exactement deux » et « les trois » : trois dénombrements distincts. Le
contraire n’en demande qu’un.

La lecture du résultat. Un éleve répondant totalement au hasard a plus d’une chance

sur deux d’avoir au moins un point — mais seulement é =~ 1,6% de tout réussir.

Réponse. a) 64 — b) é—z ~ 0,42 — c) 2—1 ~ 0,58.

Correction de I’exercice 9 - Le contraire d’un contraire
a) La formule du cours :
PA)=1-PA)=1-0,28=0,72
b) Le contraire de A a pour probabilité
1-PA)=1-0,72=0,28

c) On retrouve exactement P(A) : le contraire du contraire est I’événement de
départ.

o

=A
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L’explication. A rassemble toutes les issues qui ne sont pas dans A ; son contraire
rassemble donc toutes celles qui ne sont pas dans A, c’est-a-dire celles de A. Rien n’est
ajouté ni perdu.

L’'usage pratique. Cette propriété autorise a calculer dans le sens le plus commode : si
A est plus facile a dénombrer, on le fait et on conclut par soustraction, sans crainte de
perdre I’équivalence.

Réponse. a) 0,72 — b) 0,28 — c) le contraire du contraire est I’événement initial.

Correction de l'exercice 10 - La roue et les secteurs
a) P(gain) = - = 0,15.
20 ’
b) Par le contraire : P(rien) =1-0,15 = 0,85.
c) Les deux tours sont indépendants — la roue ne garde pas mémoire du tour précédent.
Sur 20 x 20 = 400 issues, celles sans aucun gain sont 17 x 17 = 289 :

P(rien deux fois) = % =0,7225

d) Par le contraire :
P(au moins un lot) =1 —-0,7225 =0,2775
Le controle de bon sens. Jouer deux fois augmente les chances de gagner :

0,2775 > 0,15 v Mais pas au point de les doubler : 0,2775 < 0,30, car le cas du double
gain ne se compte qu’une fois.

L’erreur a éviter. 2 x 0,15 = 0,30 compterait deux fois la situation ou I’on gagne aux
deux tours. L’écart, 0,0225, est précisément la probabilité de ce double gain :
0,15x0,15=0,0225 v

Réponse. a) 0,15 — b) 0,85 — ¢) 0,7225 — d) 0,2775.
Correction de I'exercice 11 - Les anniversaires du mois

. . _ 4 _
a) P(janvier) = 5 0,16.
b) Par le contraire : P(janvier) =1 - 0,16 = 0,84.

c) Avec remise, chaque tirage a 25 issues. Les éleves non nés en janvier sont 21 :

_21x21 _ 441 _
P = 25 x 25 625 =0,7056

Le chemin par les probabilités : 0,84 x 0,84 = 0,7056 v

La probabilité complémentaire. « Au moins un né en janvier » vaut
1—-0,7056 = 0,2944, soit prés de 30% : bien plus que les 16% d’un seul tirage.

Le role de la remise. Sans remise, le second tirage porterait sur 24 éléves et le calcul
changerait. L’énoncé précise « avec remise » précisément pour que les deux tirages
soient identiques et indépendants.

Réponse. a) 0,16 — b) 0,84 — c¢) 0,7056.
Correction de I’exercice 12 - Le complément dans un tableau

a) 80 — 52 = 28 membres mineurs.
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Chapitre 7 - Probabilités 6

Controle par le contraire : P(majeur) = % =0,65,et0,35+0,65=1 v

c) Les licenciés depuis plus de trois ans sont 35, donc les autres sont 80 — 35 = 45 :

Par le contraire : 1 — % =1-0,4375=0,5625 v

L’information inutilisée. Les 28 majeurs licenciés de longue date ne servent a aucune
des trois questions : un énoncé contient souvent plus de données que nécessaire. Savoir
écarter ce qui n’est pas demandé fait partie du travail.

Le tableau complet, si I’on en avait besoin : majeurs anciens 28, majeurs récents 24,
mineurs anciens 7, mineurs récents 21 — total 80 v

Réponse. a) 28 — b) 0,35 — ¢) 0,5625.
Correction de I’exercice 13 - Trois dés

a) Chaque dé a 6 résultats, et ils se combinent :
6 X6 XxX6=216 issues

b) Pour n’avoir aucun 1, chaque dé doit donner 1'une des cinq autres faces :

_ . _ 125 _
5%x5x5 =125 issues =516 0,579
c) Par le contraire :
i = — —1 S = —91 ~
P(aumoinsunl) =1 516 — 21 0,421

Pourquoi le dénombrement direct serait impraticable. Il faudrait distinguer
« exactement un 1 », « exactement deux » et « trois » : trois calculs délicats. Le contraire
se compte en une multiplication.

Le controle d’ordre de grandeur. Avec un seul dé, la probabilité d’un 1 vaut % = 0,167.
Avec trois dés, elle doit augmenter sans atteindre 3 x 0,167 = 0,5 : 0,421 convient v

Réponse. a) 216 — b) % ~ 0,58 — c) % ~ 0,42,

Correction de l'’exercice 14 - Deviner une probabilité manquante

a) La somme des probabilités de toutes les issues vaut 1 :
P;+P,=1-(0,18+0,25)=1-0,43=0,57

b) La quatriéme est deux fois la troisieme : P, = 2P3. Donc

P3 + 2P3 = 0,57 = 3P3 = 0,57 = P3 = 0,19
etP,=2x%0,19=0,38.
Controle : 0,18+ 0,25+ 0,19+ 0,38=1 v et 0,38 =2x 0,19 v

Les deux propriétés mobilisées. La somme des probabilités vaut 1 — c’est ce qui
donne 0,57 — et la relation de 1’énoncé permet de partager cette somme. Sans la
premiere, le probléme n’aurait pas de solution unique.

Le controle d’encadrement. Les quatre probabilités sont bien entre 0 et 1 v Trouver
P3;=0,19 et P, = 0,76 aurait donné une somme de 1,38 : impossible.

Réponse. a) 0,57 — b) P; =0,19 et P, = 0,38.
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Correction de l'’exercice 15 - Synthese : la boite de chocolats

D
24’

P(blanc) =1 A= 0,792

b) Par le contraire : P(blanc) = donc

Controle direct : 10 + 9 = 19 chocolats non blancs v

c) Avec remise, chaque tirage a 24 issues, dont 14 non noires :

14 x14 _ 196 _ 49 _ 349

P(aucun noir) = 27227 = =96 = 742

d) Par le contraire :

. y—1_.49 _ 95 _
P(au moins un noir) = 1 144 1A 0,660
Le controle de bon sens. Deux prises augmentent les chances d’un noir : 0,660 > 0,417
v sans atteindre le double, 0,834, puisque le cas des deux noirs ne se compte qu’une fois.

Le bilan de la plaquette. « Au moins un » appelle toujours le contraire : « aucun ».
C’est le réflexe a installer.

—0) A ~034—d)2 ~0,66.

Réponse. a) S _ b) 144 144

19
12 24
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