Chapitre 9 - Probabilités (introduction) 1

Plaquette 3 - Réunion, intersection,
contraire : la formule et ses pieges

Probabilités (introduction) — Seconde
Corrections détaillées

Boite a outils

Vocabulaire des événements.

Francais Ecriture Sens
AetB ANB les deux se produisent
AouB AUB au moins l'un des deux
non A A A ne se produit pas
A et B incompatibles | AN B = @ | ils ne peuvent coexister

Les deux formules essentielles.
P(Z) =1—-P(A)
P(AuUB)=PA)+ PB)—PANB)

Si A et B sont incompatibles, P(A N B) = 0 et la formule se simplifie en P(A) + P(B).
Traductions a connaitre par coeur.

Enoncé Evénement
« au moins un des deux » AUB
« aucun des deux » ANB=AUB

« exactement un des deux » | AU B privé de ANB

« les deux » ANB

D’ou :
P(aucun) =1 — P(A U B) P(exactement un) = P(A U B) — P(A N B)
Attention au « ou » du francais. En mathématiques, « A ou B » est inclusif : il

autorise les deux. Le « ou bien » exclusif du langage courant correspond a
« exactement un des deux ».

Controles de validité. Toute probabilité est dans [0; 1], et I’on a toujours
PANB)=PA)=PAUB)=1

- J

Correction de I’exercice 1 - Appliquer la formule de la réunion

— Formule de la réunion :
P(AUB) =P(A) + P(B)— P(ANB)
— Calcul: 0,5+0,4-0,2=0,7 v
— Contrairede A :1-0,5=0,5v
— Aucun des deux : c’est le contraire de la réunion v
— Calcul :
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P(A—u B) =1-0,7=0,3

— Controles d’encadrement : 0,2 <0,5<0,7<1 v

— Exactement un desdeux:0,7—-0,2=0,5 v

— Aseul: PA)-PANB)=0,5-0,2=0,3v

— Bseul:0,4-0,2=0,2v

— Controle : 0,3 + 0,2 = 0,5, bien égal a « exactement un » v

— Partition complete : A seul 0,3 ; Bseul 0,2 ; les deux 0,2 ; aucun 0,3 v

— Controle final : 0,3+0,2+0,2+0,3=1 v

— Erreur a éviter : écrire P(A U B) = 0,9 en oubliant de soustraire l'intersection v

Réponse. PAUB) = 0,7, P(Z) = 0,5 et P(aucun) = 0,3.

Correction de l'exercice 2 - Retrouver l'intersection

— Formule de départ : P(AUB) = P(A) + P(B)—P(ANB) v
— Isoler l'intersection :
P(ANnB)=PA)+PB)—-PAUB)

— Calcul : 0,6 +0,45-0,85=0,2 v

— Controle : 0,6 +0,45-0,2=0,85 v

— Controle d’encadrement : 0,2 < 0,45et 0,2 < 0,6 v

— Aucundes deux:1-0,85=0,15 v

— Aseul:06-0,2=0,4v

— Bseul:0,45-0,2=0,25v

— Controle de la partition: 0,4 +0,25+0,2+0,15=1 v

— Test d’incompatibilité : P(A N B) = 0,2 # 0, donc A et B ne sont pas incompatibles v

— Test d’indépendance (hors programme mais éclairant) : P(A) x P(B) = 0,27 # 0,2
v

— Interprétation : A et B se produisent ensemble moins souvent que le « hasard pur »
ne le voudrait v

— Valeur maximale possible de l'intersection : min (0,6;0,45) = 0,45 v

— Valeur minimale possible : 0,6 + 0,45 -1 = 0,05, donc 0,2 est bien dans [0,05; 0,45]
v

Réponse. PIANB) = 0,6 + 0,45 - 0,85 =0,2.
Correction de I’exercice 3 - Evénements incompatibles

— Issuesde A: {1;2} v

— Issuesde B: {5;6} v

— Intersection : {1;2}Nn{5;6} =0 v

— Conclusion : A et B sont incompatibles v

— Probabilités : P(A) = % = % et P(B) = % = % v

— Formule simplifiée :

_ =1,1_2
P(AUB)—P(A)+P(B)—3+3 3
— Vérification par dénombrement : AUB = {1;2;5; 6}, soit 4 issues v
_ ole - 2 - 2
Controle : 6= 3 v
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— Contraire de la réunion : {3;4}, soit % = % v
_ ole : 2 + 1 =
Controle : 3 + 3 1v

— Attention : « incompatibles » ne signifie pas « contraires » v

— Différence : deux événements contraires partitionnent tout I'univers, ce qui n’est pas
le cas ici (3 et 4 n’appartiennent a aucun des deux) v

— Exemple d’événements contraires : A et {3;4;5;6} v

— Contr61e:%+%= 1v
Réponse. Oui, ils sont incompatibles, et P(A U B) = % + % = %

Correction de l'’exercice 4 - Jeu de 52 cartes

\H

— Nombre de rois : 4, donc P(R) = 54—2 =3
13

— Nombre de coeurs : 13, donc P(C) = 59

— Intersection : le roi de coeur, une seule carte v

— Donc : P(RﬁC)—ﬁ/

N w
NN

v

— Formule :

~4 ,13_1 _16 _ 4
PRUC) =55+ 55 52 =52 = 13

— Valeur décimale : = 0,3077 v

— Vérification par dénombrement : 13 cceurs, plus les 3 rois qui ne sont pas des
ceeurs, soit 16 cartes v

— Erreur classique : annoncer %Z en comptant deux fois le roi de coeur v
— Niroi ni coeur : 52 — 16 = 36 cartes, soit gg 11 v

Controle : 13 + 13 1v

— Exactement 'un des deux: = — — = ==&

— Détail : les 12 coeurs non rois, plus les 3 rois non coeurs v

— Controle : 12+3 =15 v
12,3 . 1
52 ' 52 ' 52 2

Réponse. PRUC) = 16 = 4 < 0,308.

— Partition complete :

Correction de l’exercice 5 - Du langage courant aux événements

— Notations : L pour latin, G pour grec v
— Aumoinsune : LUG v
— Calcul :
P(LUG)=0,25+0,15-0,05=10,35

— Aucune : LUG v

— Calcul: 1 -0,35=0,65 v

— Exactement une : P(LUG)—-P(LNG) v

— Calcul : 0,35-0,05=0,30 v

— Seulement le latin: P(L) - P(LNG) =0,25-0,05=0,20 v
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Seulement le grec : 0,15 -0,05=0,10 v

Controle : 0,20 + 0,10 = 0,30, bien égal a « exactement une » v

Partition complete : latin seul 0,20 ; grec seul 0,10 ; les deux 0,05 ; aucune 0,65 v
Controle final : 0,20+ 0,10+ 0,05+0,65=1 v

Sur une classe de 40 éleves : 8 en latin seul, 4 en grec seul, 2 dans les deux, 26 dans
aucune v

Controle : 8+4+2+26=40 v
Effectif total en latin : 8 + 2 = 10, soit bien 25% de 40 v

Réponse. Au moins une : 0,35 - aucune : 0,65 - exactement une : 0,30 - latin seul : 0,20.

Correction de I’'exercice 6 - Tableau a double entrée

Controle de l'effectif : 18 +42 + 92 +48 = 200 v
Sportifs : 18+ 92 =110 v

Probabilité : P(S) = % = 0,55 v

Fumeurs: 18+42 =60 v

Probabilité : P(F) = % =030 v

Sportif et fumeur : 18 personnes v

Probabilité : P(SNF) = % =0,09 v

Sportif ou fumeur :
P(SUF)=0,55+0,30-0,09=0,76

Vérification par dénombrement : 18 + 42 + 92 = 152 personnes v

Ao 152
Controle : 200 0,76 v
48

Ni sportif ni fumeur : les 48 derniers, soit =~ = 0,24 v

200
Controle : 0,76 +0,24=1 v
Lecture du tableau : les totaux de lignes et de colonnes donnent directement P(S) et
P(F) v
Observation : parmi les 60 fumeurs, seuls 18 sont sportifs, soit 30 %, contre 55 %
dans I’ensemble v

Interprétation : dans cet échantillon, fumer et faire du sport vont rarement
ensemble v

Réponse. P(S) = 0,55 ; P(F) = 0,30 ; P(SNF)=0,09; P(SUF) =0,76.

Correction de I’exercice 7 - Compléter un tableau

Les deux : 25 éleves v

Vélo seul : 90 — 25 =65 v

Scooter seul : 60 — 25 =35 v

Aucun des deux : 150 — (65+ 35+ 25)=150—-125=25 v

Scooter | Pas de scooter | Total
Vélo 25 65 90
Pas de vélo 35 25 60
Total 60 90 150

Controle des totaux de lignes : 25+ 65 =90 v et 35+ 25 =60 v
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— Controle des totaux de colonnes : 25+ 35=60 v et 65+ 25 =90 v
— Controle du grand total : 90 + 60 = 150 v
— Aumoins undes deux : 65+ 35+25=125 v
— Probabilité :
_ 125 _ 5 _
=150 = 6 0,833
. A . 90 60 _ 25 _ 125
Controle par la formule : 150 + 150 ~ 150 — 150 v
_ .25 _ 1
Aucun des deux : 15 6 0,167 v
_ ole - 2 + 1 —
Controle : 6 + 6 1v
— Piege du tableau : le 60 de la ligne « pas de vélo » est un total, pas la case « scooter
seul » v
— Exactement un des deux : 65 + 35 = 100, soit % = % v
Réponse. Vélo seul 65, scooter seul 35, les deux 25, aucun 25 ; P(au moins un) = %

Correction de I'exercice 8 - Le piege du « ou »

Erreur commise : additionner deux pourcentages qui se chevauchent v
Impossibilité immeédiate : une probabilité ne peut dépasser 1 v
Formule correcte : P(EUD) = P(E) + P(D) —P(END) v

Conséquence : P(EUD)=1,1-P(END) v

Contrainte : comme P(EUD) < 1, on obtient P(END) =0,1 v
Conclusion forcée : au moins 10 % des clients prennent les deux v

Si 20 % prennent les deux: PIEUD)=1,1-0,2=0,9 v

Alors : 10 % ne prennent ni entrée ni dessert v

Si tous prennent au moins I'un des deux : P(EU D) =1, donc P(END) =0,1
exactement v

Détail: 0,6 +0,5-0,1 =1 v

Bornes de l'intersection : P(END) €[0,1;0,5] v

Borne haute expliquée : I'intersection ne peut dépasser le plus petit des deux, soit
0,5v

Cas extréme haut : si tous ceux qui prennent un dessert prennent aussi une entrée,
alors PIEU D) =0,6 v

Lecon : sans l'information sur l'intersection, on ne peut qu’encadrer la réponse, pas
la calculer v

Réponse. On ne peut pas additionner : P(E U D) = 1,1 — P(E N D), et I'intersection vaut
nécessairement entre 0,1 et 0,5.

Correction de I’exercice 9 - Loi de probabilité et événements

Condition fondamentale : la somme des probabilités vaut 1 v
Equation:0,1+0,2+0,3+0,25+p=1 v
Somme connue : 0,85 v
Donc :
p=1-0,85=0,15

Controle : 0,1 +0,2+0,3+0,25+0,15=1 v
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Résultat pair: 2 ou 4 v

Calcul : 0,2 + 0,25 =10,45 v

Résultat =3:3,40ub v

Calcul : 0,3+ 0,25+ 0,15=0,70 v

Controle par le contraire : 1 — (0,1 +0,2) =0,7 v
Pair ou = 3 : les résultats 2, 3,4, 5 v

Calcul direct:1-0,1=0,9 v

Controle par la formule : 0,45 + 0,70 — P(pair et = 3), avec « pair et = 3 » réduit au
seul 4, de probabilité 0,25 v

Détail : 0,45+ 0,70 — 0,25 =0,90 v
Résultat le plus probable : 3, avec 0,3 v

Roue truquée ? Une roue équilibrée a 5 secteurs donnerait 0,2 partout — ce n’est
pas le cas ici v

Réponse. p = 0,15 ; P(pair) = 0,45 et P( = 3) = 0,70.

Correction de I'exercice 10 - Trois événements

Piques : 8 cartes, donc P(A) = Si = % v
4 _1
Rois : 4 cartes, donc P(B) = 35 =8 v
Figures : 3 par couleur, soit 12 cartes, donc P(C) = % = % v
A N B : le roi de pique, donc 312

Réunion :

4 _ 1 _11
PAUB) =35 + 35~ 35 = 33
Vérification : 8 piques plus 3 rois non piques, soit 11 cartes v
B N C : tout roi est une figure, donc BNC =B v

Donc : P(BNC) = 32 %/

Inclusion: BCC v

Conséquence : P(BUC) = P(C) = 32 % v

Contraire de C : 32 — 12 = 20 cartes (les 7, 8, 9, 10 et as de chaque couleur) v

-20_5,
Calcul : P(C) =35 = §
Controle : %+ % =1v

Détail du comptage : 5 valeurs non-figures par couleur, soit 5 X 4 = 20 v

Remarque utile : quand un événement est inclus dans un autre, la formule de la
réunion se simpliﬁe v

Réponse. P(AUB) = P(B NC) == et P(C) = %

Correction de l'exercice 11 - Encadrer une intersection

Borne haute de l'intersection : ANBCAetANBCB Vv

Donc : PANB) =min(0,7;0,6) =0,6 v

Borne basse : de P(A U B) =< 1 et de la formule de la réunion,
P(ANnB)=PA)+PB)—PAUB)=0,7+0,6-1=0,3
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— Encadrement de l'intersection : 0,3 <= PANB)=<0,6 v

— Réunion : PAUB)=1,3—-P(ANB) v

— Borne haute : avec P(ANB) = 0,3, on obtient PAUB)=1 v

— Borne basse : avec P(A N B) = 0,6, on obtient PAUB) =0,7 v

— Encadrement de la réunion : 0,7 < PAUB)<1 v

— Autre lecture de la borne basse : P(A U B) = max(0,7;0,6) =0,7 v

— Cas de la borne basse atteinte : BCA v

— Cas de la borne haute atteinte : A U B recouvre tout l'univers v

— Conclusion importante : A et B ne peuvent pas étre incompatibles v

— Justification : cela exigerait P(A) + P(B) = 1,3 = 1, ce qui est faux v

— Regle générale : deux événements de probabilités dont la somme dépasse 1 se
rencontrent nécessairement v

— Controle d’un cas concret : si P(A N B) = 0,45, alors P(A U B) = 0,85 et « aucun des
deux » vaut 0,15 v

Réponse. 0,3 <P(ANB)=<0,6et0,7=<PAUB)=<1:ils ne peuvent pas étre

incompatibles.

Correction de I'exercice 12 - Deux dés et deux événements

— Somme paire : les deux dés sont de méme parité v

— Comptage : 3 X 3 couples pairs-pairs, plus 3 X 3 impairs-impairs, soit 18 v
— Donc : P(A)—E=l/

— Au moins un 6 : le contraire est « aucun 6 », soit 5 X 5 = 25 couples v

_ _ 25 _ 11
Donc : P(B) =1 — 36 36/

— A N B : somme paire et au moins un 6, donc l’autre dé est pair v
— Liste : (6;2), (6;4), (6;6), (2;6), (4;6) v
— Comptage : 5 couples v

— Donc : PANB) = 36

— Réunion :

36 73636 36 3

— Controle par le contraire : « somme impaire et aucun 6 » v
— Comptage : somme impaire signifie un pair et un impair ; avec le pair pris dans
{2;4},ona2x3x2=12couples v

12_24_2,
36 36 3

— Piege du dénombrement : ne pas compter (6; 6) deux fois dans « au moins un 6 » v

— Controle du comptage de B : 6 couples avec le premier dé a 6, plus 6 avec le second,
moins 1 pour le doublon, soit 11 v

Réponse. P(A) = 1 P(B) P(A NB) = % et PAUB) = §

PAuUB) =18 11 5 _24 _2

— Controle : 1 —

Correction de I’exercice 13 - Sondage sur trois langues

— Notations : A pour anglais, E pour espagnol v

— Probabilités : P(A) = % = 0,64 et P(F) = % =036 v

— Intersection : PANE) = %(1)8 0,22 v
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— Réunion :
PAUE)=0,64+0,36—-0,22=0,78

— Aucune desdeux:1-0,78=0,22 v

— Effectif correspondant : 0,22 x 500 = 110 éléves v

— Coincidence : autant d’éleves font les deux langues que n’en font aucune v

— Exactement une : 0,78 — 0,22 = 0,56 v

— Effectif : 280 éleves v

— Anglais seul : 320 — 110 = 210 éléves, soit 0,42 v

— Espagnol seul : 180 — 110 = 70 éleves, soit 0,14 v

— Controle : 210+ 70 = 280 v

— Partition complete des 500 éleves : 210; 70; 110; 110 v

— Controle final : 210+ 70+ 110+ 110 = 500 v

— Lecture : prés de quatre éleves sur cing apprennent au moins une de ces deux
langues v

Réponse. Aucune : 0,22 (110 éleves) - exactement une : 0,56 (280 éleves).
Correction de I’exercice 14 - Evénement contraire et « au moins »

— Nombre d’issues : 2* = 16 v
— Au moins un pile : le contraire est « aucun pile », soit FFFF v
— Calcul :

P(au moins un pile) =1 — 11—6 = %—5 =0,9375

— Au moins deux piles : le contraire est « zéro ou un pile » v

— Zéro pile : 1 issue v

— Un pile : 4 issues (le pile peut occuper I'une des quatre positions) v
— Total du contraire : 5 issues v

— Calcul :
. . _1_5 _11_
P(au moins deux piles) = 1 16 16 0,6875
— 1oi o . 1 .4 .6 4 1
Loi complete : 16°16°16° 16’ 16 v
— Controle : 1+4+6+4+1=16 v

— Veérification directe : 6+4+1_11 ,

16 16
— Structure remarquable : ce sont les coefficients de la 4° ligne du triangle de Pascal
v

— Exactement deux piles : % = % = 0,375 v
— Cas le plus probable : exactement deux piles v

— Regle de méthode : « au moins » appelle presque toujours le passage par le
contraire v

Réponse. P(au moins un pile) = % et P(au moins deux piles) = %

Correction de l'exercice 15 - Vrai ou faux

a) Faux v

— Raison : la formule exige de retirer P(A N B), qui n’est pas donnée v
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— Contre-exemple : siA C B, alors PAUB) =0,5 v

— Encadrement correct: 0,5 < P(AUB)=<0,9 v

— Egalité a 0,9 : seulement si A et B sont incompatibles v
b) Vrai v

— Raison : siANB =, alors PAUB) =P) + PB) v
— Conclusion : comme toute probabilité est = 1, on a bien PA) + P(B) <1 v

— Conséquence pratique : deux événements de probabilités 0,7 et 0,6 ne peuvent pas
étre incompatibles v

c) Vrai v
— Raison : de la formule générale, PANB) = P(A) + P(B)—P(AUB) =0 v
— Interprétation : un événement de probabilité nulle v

— Nuance importante : cela n'impose pas littéralement A N B = @, mais en probabilités
finies équiprobables, une intersection de probabilité nulle est bien vide v

d) Vrai v

— Raison : A et A ne peuvent pas se produire ensemble v

— Donc:ANA=Q v

— Propriété supplémentaire : ils vérifient aussi P(A) + P(Z) =1v

— Réciproque fausse : deux événements incompatibles ne sont pas nécessairement
contraires v

— Contre-exemple : avec un dé, {1} et {2} sont incompatibles sans étre contraires v

—Contrﬁle:l+l=l¢1 v

6 6 3
Réponse. a) faux - b) vrai - ¢) vrai - d) vrai (mais la réciproque est fausse).

Correction de I’exercice 16 - Synthese : controle qualité de deux défauts

a) Notations : E pour défaut d’écran, B pour défaut de batterie v

— Données : P(E) = 0,06, P(B) = 0,04, P(ENnB) =0,015 v

— Formule de la réunion :
P(EUB)=0,06+0,04-0,015=0,085

— Lecture : 8,5% des tablettes ont au moins un défaut v

— Erreur a éviter : annoncer 10 % en oubliant I'intersection v

b) Tablette parfaite : c’est le contraire de la réunion v

— Calcul :

P(E—u B) =1-0,085=0,915

— Lecture : 91,5 % de la production est conforme v

c) Exactement un défaut : P(EUB)—-P(ENB) v

— Calcul : 0,085 -0,015=0,070 v

— Ecran seul : 0,06 — 0,015 = 0,045 v

— Batterie seule : 0,04 — 0,015 = 0,025 v

— Controle : 0,045 + 0,025 = 0,070 v

— Partition complete : 0,045 + 0,025+ 0,015+ 0,915=1 v

d) Retours pour deux défauts : 0,015 x 8000 = 120 tablettes v

— Retours pour tout défaut : 0,085 x 8000 = 680 tablettes v
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. . 680 _
Rapport : 120 5,67 v

— Détail du second cas : 360 écrans seuls, 200 batteries seules, 120 doubles v
— Controle : 360 + 200 + 120 = 680 v

— Cot si un retour cotute 45 € : 120 x 45 = 5400 € contre 680 x 45 = 30600 € v
— Ecart: 25200 € v

— Tablettes conformes : 0,915 x 8000 = 7320 v

— Controle : 7320 + 680 = 8000 v

— Lecture industrielle : la politique de retour pése cinq fois plus lourd si tout défaut
est pris en charge — d’ou I’enjeu de réduire d’abord le défaut d’écran, le plus fréquent
v

— Gain potentiel : diviser par deux le défaut d’écran (et l'intersection avec lui)
ramenerait P(E U B) a 0,03 + 0,04 — 0,0075 = 0,0625, soit 500 retours v

Réponse. a) 0,085 - b) 0,915 - ¢) 0,070 - d) 120 retours contre 680 sur 8000 tablettes.
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