Chapitre 11 - Vecteurs du plan 1

Plaquette 2 - Calcul vectoriel : Chasles, sommes et constructions

Vecteurs du plan — Seconde
Corrections détaillées

Boite a outils

AN

Relation de Chasles. Pour trois points quelconques A, B, C :
AB+BC =AC
Elle s’enchaine : AB + BC + CD = AD.
Vecteur opposé et différence.
BA=-AB AB-AC=CB
Le dernier résultat s’obtient en écrivant AB —AC = AB + CA = CA + AB = CB.

Ecriture Simplification

AB + BA 0

AB -AC CB

AB+CA CB
AB+BC+CA 0

Coordonnées. Si A(x,;y,) et B(xg;yp) :
E’(XB - XA)
Vg = Va

Pour tU(x;y) et V(x'; y') et un réel k :

. _,<x + x’> _,(kx)
u+v i ku
y+y ky
Parallélogramme. ABDC est un parallélogramme si et seulement si AB = CD, ce qui
équivaut a AD = AB + AC.

Milieu. I est le milieu de [AB] si et seulement si IA + IB = 0, et alors

I XA+XB_yA+.yB
2 72

Méthode de construction. Pour placer M tel que AM = kU : on part de A, on reporte
k fois le vecteur u. Si k < 0, on reporte dans le sens opposé.

Correction de l'exercice 1 - Enchainer Chasles

— Premier calcul : les points B « se compensent ».

AB+BC =AC

— Deuxieme calcul : on enchaine deux fois.

MN + NP + PQ = MP + PQ = MQ

— Troisieme calcul : les termes ne sont pas dans le bon ordre v
— Réorganisation : I’addition de vecteurs est commutative.
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Chapitre 11 - Vecteurs du plan

EF+FG+GH=EG+GH =FEH

Méthode générale : on cherche a faire apparaitre un point commun entre I’arrivée
d’un vecteur et le départ du suivant v

Contréle : dans EH, on retrouve le départ du premier et ’arrivée du dernier v
Piege évité : écrire EF + GH = EH serait faux, F et G étant distincts v
Vérification en coordonnées : avec E(1;2), F(4;3), G(5;7), H(2;8) v

Calculde EF : (3;1) v

Calcul de FG : (1;4) v

Calcul de GH : (-3;1) v

Somme : (3+1-3;14+4+1)=(1;6) v

Contrdle : EH=(2-1;8-2)=(1;6) v

Réponse. AC ; MO ; EH.

Correction de l’exercice 2 - Différence de deux vecteurs

Premier calcul : on remplace la soustraction par 1’opposé.
AB-AC=AB+CA=CA+AB=CB

Reégle a retenir : AB — AC = CB, les points de départ communs disparaissent v
Deuxieme calcul : —CB = BC.
AB - CB = 4B + BC = AC

Troisieme calcul : on enchaine.

AB+BC+CA=AC+CA=AA=0
Interprétation géométrique : on revient au point de départ, le trajet fermé donne le
vecteur nul v
Généralisation : tout circuit fermé donne 0 v
Vérification en coordonnées : avec A(0; 1), B(3;2), C(1;5) v
Calculde AB: (3;1) v
Calcul de AC : (1;4) v
Différence : (3—-1;1-4)=2;-3) v
Controle : CB=(3-1;2-5)=(2;-3) v
Calcul de BC : (-2;3) v
Controle du troisieme calcul : (3;1)+ (-2;3)+(-1;-4)=(0;0) v

Réponse. CB ; AC ; 0.

Correction de I'exercice 3 - Somme et différence en coordonnées

Somme : on additionne composante par composante.

ﬁ+v<~°12—i 5> ) <§>
525)= (%)

Différence :

Double de T : 2U(6; —4) v
Triple de V : 3V(—3;15) v
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— Combinaison :

. /6+3 \_ /9
2u 3"<—4—15>_<—19>

— Controles des abscisses : 2x3—-3x(-1)=6+3=9 v

— Controles des ordonnées : 2 X (-2)—3x5=—-4—-15=-19 v

— Vecteurnul : U —-u =(0;0) v

— Opposé de U : —U(—-3;2) v

— Contréle : U+ (-u) =(0;0) v

— Somme des deux résultats : (T+V)+ (WU —-V)=R2+4;3—-7)=(6;-4) v
— Controle : c’est bien 2U v

— Différence des deux résultats : (2—-4;3+7)=(-2;10)=2vV v

— Cohérence : les deux identités remarquables des vecteurs sont vérifiées v

Réponse. U +V(2;3); U —V(4;-7); 2U(6;—4) ; 2U — 3V(9; —19).
Correction de I’exercice 4 - Construire un point par une égalité

— Traduction en coordonnées : AM xmy—1;yy,—2) v
— Egalité de vecteurs : elle impose I’égalité des deux composantes v
— Systéme : x; —1=4ety, —2=-3v
— Résolution : xy=5ety, =-1v
— Donc :
M(5;-1)

— Veérification : AM =(5-1;-1-2)=(4;-3) v
— Pour N: —2u(-8;6) v
— Systéme : xy—1=-8etyy—2=6v
— Résolution :
N(=7;8)

— Vérification : AN = (-7-1;8-2)=(-8;6) v

— Contréle de colinéarité : AN = —2AM v

— Position relative : N est de I’autre coté de A par rapporta M v
— Distances : AM =/16+9 =5et AN =/64 + 36 = 10 v

— Controle : AN = 2AM, conforme au coefficient | = 2| =2 v

Réponse. M(5;—1) et N(-7; 8).
Correction de I’exercice 5 - Quatrieme sommet d’un parallélogramme

— Caractérisation : dans ABCD, les c6tés [AB] et [DC] sont paralleles et de méme
longueur v

— Traduction vectorielle : AB = DC v
— Calculde AB: (4+2;3-1)=(6;2) v
— Expression de DC : (1 —xp; 6 —y,) v
— Systéeme : 1 —xp=6et6 -y, =2
— Résolution : xp = -5ety, =4 v
— Donc :
D(-5;4)
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Vérification : DC = (1 +5;6 —4) = (6;2) =AB v
Autre méthode — les diagonales : elles ont le méme milieu v

Milieu de [AC] : (‘22+ 1,14 6) = (=0,5;3,5) v

Milieu de [BD] : (42;5,- 3 t 4) = (=0,5;3,5) v

Controle : les deux milieux coincident v

Attention a I’ordre des lettres : c’est ABCD, donc AB = DC, et non AB = CD v
Avec l’autre convention : en cherchant D’ tel que AB = CD’, on trouverait D'(7; 8) v
Contrédle : CD' = (7-1;8-6) = (6;2) v

Réponse. D(—5;4).

Correction de I’exercice 6 - Décomposer sur deux vecteurs

Propriété du parallélogramme : BC =AD =V v
Calcul de AC : par Chasles,
AC=AB+BC=uU+V

Interprétation : la diagonale AC est la somme des deux cotés v
Calcul de BD : par Chasles en passant par A,

BD=BA+AD=-U+V=V-1
Interprétation : I’autre diagonale est la différence des deux cotés v
Calcul de CA : c’est I'opposé de AC.

—

CA=-U-V=—(U+V)

Controle : AC+CA =0 v

Vérification en coordonnées : avec A(0;0), B(4;1), D(1;3) v

Alors : U= (4;1)etv=(1;3) v

Quatrieme sommet : C=A+u+vV=(5;4) v

Controle de AC : (5;4)=(4+1;1+3) v

Controlede BD: (1 -4;3—-1)=(-3;2),etv—-TU=(1-4;3-1)=(-3;2) v
Somme des diagonales cAC+BD={T+W)+{@-1U)=2Vv

Controle : (5;4)+(-3;2)=(2;6)=2vV v

Réponse. AC =U+V,BD=V—-UetCA = —(U+V).

Correction de l'’exercice 7 - Point défini par une combinaison

Calculde AB: (6 —2;3+1)=(4;4) v
Calcul de 4B : (3;3) v
Systéme pour M : x; —2=3ety, +1=3 v
Résolution :

M(5;2)
Vérification : AM = (3;3) = 5(4;4) v
Position de M : sur le segment [AB], aux trois quarts v
Calcul de 24B : (10;10) v
Systéme pour P: xp—2=10ety,+1=10 v
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— Résolution :
P(12;9)

— Veérification : AP = (10;10) v
5

— Position de P : au-dela de B, puisque 5 > 1v

— Longueurs : AB =32 =4/2 = 5,657 v
— Controle : AM =18 = 3/2, soit bien % de 4/2 v

— Contréle : AP = /200 = 10/2, soit 3 de 4/2 /
— Alignement : A, M, B, P sont alignés, dans cet ordre v
Réponse. M(5;2) et P(12;9).

Correction de l'exercice 8 - Somme nulle et milieu

— Hypothese : I est le milieu de [AB] v
— Traduction : A =1B v
— Donc:IA=-Al=-IB v
— Somme :
IA+IB=-IB+IB=0
— Conclusion : la propriété est démontrée v

— Coordonnées du milieu : I(_32+ 5 ; 2 5 4) =(1;-1) v

— CalculdeTA : (-3—-1;2+1)=(-4;3) v

— CalculdeIB: (5—-1;-4+1)=(4;-3) v

— Somme : (-4+4;3-3)=(0;0) v

— Controle : la propriété est bien vérifiée v

— Opposition : TA = -IB v

— Longueurs: IA=IB=J16+9 =5 v

— Contréle par AB: AB=/64+36 =10=2x5 v

— Réciproque : si IA + IB = 0, alors A = IB et I est le milieu v
— Equivalence : « I milieu de [AB] » = «JA4+IB=0» v

Réponse. JA = —IB donc la somme est nulle ; avec I(1; —1), (—=4;3) + (4; =3) = (0; 0).

Correction de I’exercice 9 - Chasles pour prouver une égalité

— Stratégie : décomposer les deux membres sur les mémes points v
— Membre de gauche : on insere D dans AB.

AB =AD + DB
— Puis : AB+CD =AD+DB+CD v
— Membre de droite : on insére D dans CB.
CB=CD +DB

— Puis:AD+CB=AD+CD+DB v

— Comparaison : les deux membres sont la somme des mémes trois vecteurs v
— Conclusion : I'égalité est démontrée, quel que soit le quadrilatere v

— Autre rédaction : montrer que la différence est nulle v

— Calcul de la différence : AB—-AD+CD—-CB=DB+BD=0 v
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Contréole : AB—-AD=DBetCD—-CB=BD v

Vérification en coordonnées : A(0;0), B(5;1), C(6;4), D(2;5) v
Calculs : AB=(5;1)etCD = (-4;1) v

Somme de gauche : (1;2) v

Calculs : AD = (2;5) et CB=(-1;-3) v

Somme de droite : (1;2) v

Conclusion : les deux sommes coincident v

Réponse. Les deux membres valent AD + CD + DB apres insertion de D par Chasles.

Correction de I’exercice 10 - Résoudre une équation vectorielle

Passage en coordonnées : MA(1 —x;3—y) et MB(7 —x;-1—y) v
Abscisse de lasomme : (1 — X)) +2(7—-x)=1—-x+14-2x=15—-3x v
Ordonnée : 3—y)+2(-1-y)=3-y—-2-2y=1-3y v

Systéeme : 15-3x=0et1-3y=0v

Résolution : x =5ety = % v

Donc :

()

Vérification de lI’abscisse : (1 —=5)+2(7—-5)=-4+4=0v

Vérification de 'ordonnée : (3 — %) + 2(—1 — %) = % _8_ 0v

Méthode vectorielle, plus rapide : insérer A dans MB v
Développement : MA + 2 (m +A_B') = 3MA + 2AB v

Equation : 3MA = —2AB, donc AM = %A_B) v
Calcul de AB : (6; —4) v

Calcul de %ﬁ: (4; —%) v

Coordonnées de M : (1 +4;3 - %) = (5;%) v
Cohérence : les deux méthodes donnent le méme point, situé aux deux tiers de [AB] v

Réponse. M (5 ; %) situé aux deux tiers de [AB] a partir de A.

Correction de I'exercice 11 - Centre de gravité

Passage en coordonnées : la somme des abscisses vaut
O0—-x)+06—-—Xx)+B3—x)=9-3x v
Somme des ordonnées : (0—y)+(0—-y)+(9—-y)=9-3y v
Systeme : 9-3x=0et9-3y=0v
Résolution :

G(3;3)
Vérification de I’abscisse : (0—-3)+(6-3)+(3-3)=-3+3+0=0v
Vérification de 'ordonnée : (0—-3)+(0-3)+(9-3)=-3-3+6=0v

+y,+
Formule générale : G(XA + X3B +Xc. Ya JgB Y C) v

Contrﬁle:(O+6+3-0+0+9)=(3;3)-/

3 ’ 3
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Nom de ce point : le centre de gravité du triangle v

Propriété remarquable : il est sur chaque médiane, aux deux tiers depuis le sommet
v

Milieu de [BC]: A" = (4,5;4,5) v

Vecteur AA’ : (4,5:;4,5) v

Controéle de la propriété : §—’ =(3;3)=AG v

Milieu de [AC] : B'=(1,5;4,5) v

Controle sur cette médiane : BB = (-4,5;4,5), et B+ %W =(6-3;0+3)=(3;3)
v

Réponse. G(3; 3), centre de gravité du triangle.

Correction de I'exercice 12 - Vecteurs et translation

Principe de la translation : I'image M’ de M vérifie MM =1 v
Donc : on ajoute (—2;4) a chaque point v

Imagede A:A(1-2;1+4)=(-1;5) v

Imagede B:B(5—2;2+4)=(3;6) v

Imagede C:C'(3—2;6+4)=(1;10) v

Calculde AB : (4;1) v

Calculde AB : 3+ 1;6—-5)=(4;1) v

Conclusion : les vecteurs sont égaux, donc les longueurs coincident v
Longueur AB : /16 + 1 =17 = 4,123 v

Calcul de BC : (—2;4), de longueur V4 + 16 =20 = 2/5 = 4,472 v
Calculde BC : (1 -3;10-6) =(-2;4) v

Calcul de AC : (2;5), de longueur J29 = 5,385 v
Calculde AC’: (1+1;10-5) =(2;5) v

Conclusion générale : la translation conserve les vecteurs, donc longueurs et angles
v

Coincidence notable : B" et C ont les mémes coordonnées (3;6) v
Controle : BC = (-2;4) =1, donc C est bien I'image de B v

Réponse. A(—1;5), B'(3;6), C'(1;10) ; les vecteurs sont inchangés donc les longueurs
aussi.

Correction de I'’exercice 13 - Reconnaitre une égalité fausse

a) Fausse v

Raison : Chasles exige que 'arrivée du premier soit le départ du second v
Ici : I'arrivée est B et le départ C, distincts en général v

Contre-exemple : A(0;0), B(1;0), C(0;1),D(1;1) v

Calculs : AB+ CD = (1;0) + (1;0) = (2;0) contre AD = (1;1) v

b) Vraie v

Raison : BA = —AB v
Autre justification : par Chasles, AB+BA=4A=0 v

c) Fausse v

Calcul correct : AB—-BC=AB+CB v
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— Simplification : CB + AB ne se simplifie pas en général v

— L’égalité juste : AB + BC = AC, avec un plus v

— Contre-exemple : A(0;0), B(2;0), C(2;3) v

— Calculs : AB-BC = (2;0) - (0;3) = (2; —3) contre AC = (2;3) v
d) Vraie v

— Décomposition : AB=A] +IB et AC =AI +1IC v

— Somme : 2A] +IB +IC v

— Or: I est le milieu de [BC], doncIB+IC =0 v

— Conclusion : AB + AC = 241 v

— Controle numérique : A(0;0), B(4;0), C(0;6) donnent I(2;3) v

— Vérification : (4;0)+ (0;6)=(4;6) =2(2;3) v

Réponse. a) fausse - b) vraie - ¢) fausse - d) vraie (regle du parallélogramme et de la
médiane).

Correction de I'’exercice 14 - Un point sur une droite

— Condition d’appartenance : M € (AB) signifie AM colinéaire a AB v
— Calculde AB: (3+1;5-2)=(4;3) v
— Ecriture : AM = kAB pour un réel k v
— Abscissede AM : 7—-(-1)=8 v
— Equation : 8 = 4k, donck =2 v
— Ordonnée de AM : 3k =6 v
— Ordonnéede M :2+6=8 v
— Donc :
M(7;8)

— Vérification : AM = (8;6) = 2(4;3) v

— Position : k =2 > 1, donc M est au-dela de B v

— Controle par le déterminant : 8 x3-6x4=24-24=0v
— Conclusion du contréle : AM et AB sont bien colinéaires v
— Distances: AB=/16+9 =5etAM =/64+36 =10 v

— Controle : AM = 2AB v

— Autre lecture : B est le milieu de [AM], puisque AB = %m v
Réponse. M(7; 8) (avec AM = 2AB, donc B milieu de [AM]).
Correction de l’exercice 15 - Somme de vecteurs et hexagone

— Premiere somme : c’est un circuit fermé, de Aa A v
— Enchainement de Chasles :

AB+BC+-+FA=AA=0
— Interprétation : en parcourant tout le contour, on revient au départ v

— Généralisation : vrai pour tout polygone, régulier ou non v

— Seconde somme : dans un hexagone régulier, A et D sont diamétralement opposés
v

— Donc : O est le milieu de [AD] v
— Conséquence :
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—

OA+0D =0
Contréle : OA = —OD v
Vérification en coordonnées : avec O a l'origine et un rayon 1, A(1;0) et D(—1;0) v
Somme : (1;0)+(-1;0)=(0;0) v
Autres paires opposées : Bet E, Cet F v
Somme des six rayons : OA+ OB + -+ +OF =0 v
Justification : les six vecteurs se regroupent en trois paires opposées v
Une autre simplification classique : AB + AF = AQ v
Raison : ABOF est un losange, A0 étant sa diagonale v

Réponse. Les deux sommes valent 0 (circuit fermé ; O milieu de [AD]).

Correction de l'’exercice 16 - Synthese : étude d’un quadrilatere

a)CalculdeAB:(1+3;-2+1)=(4;-1) v

Calculde DC: (4—-0;2-3)=(4;-1) v

Egalité : AB = DC v

Conclusion : ABCD est un parallélogramme v
Controle par I’autre paire :AD = (3;4) et BC = (3;4) v

b) Longueur AB : /16 + 1 =17 = 4,123 v

Longueur AD : /9 +16 = /25 =5 v

Comparaison : AB # AD, ce n’est donc pas un losange v

Angle droit ? On calcule le produit4 x 3+ (-1)x4=12-4=8=#0 v
Conclusion : les c6tés ne sont pas perpendiculaires, ce n’est pas un rectangle v
Nature exacte : un parallélogramme quelconque v

Périmetre : 2(\/ﬁ+ 5) ~ 18,25 v

c) Centre du parallélogramme : c’est le milieu commun des diagonales v

Milieu de [AC] : (‘3 +4. -1+ 2) =(0,5;0,5) v

2 2
Milieu de [BD] : (1 ; 0. —22+ 3) =(0,5;0,5) v

Controle : les deux milieux coincident, ce qui confirme le parallélogramme v
Centre :

0(0,5;0,5)

d) Condition : ABEC parallélogramme signifie AB = CE v

Systéeme : xg—4=4ety,—2=-1v
Résolution :
E(8;1)

Vérification : CE = (8 —4;1-2)=(4;-1)=AB v

Calculde BE: (8 —1;1+2)=(7;3) v

Controéle par Chasles : BE = BA + AC + CE v

Détail : (—4;1)+(7;3)+4;-1)=(7;3) v

Autre contréle : dans le parallélogramme ABEC, BE = AC = (7;3) v

Longueur BE : /49 +9 = /58 = 7,616 v

Controle : c’est bien la longueur de la diagonale AC du premier parallélogramme v
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— Bilan de la figure : ABCD et ABEC partagent le c6té [AB], et E est I'image de B par la
translation de vecteur AC v

Réponse. a) AB = DC = (4; —1), donc ABCD est un parallélogramme - b) AB = /17 et
AD=5"-¢)0(0,5;0,5) - d) E(8;1) et BE = (7; 3).
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