Chapitre 4 - Géométrie des nombres complexes 1

Plaquette 3 - Transformations : translation,
homothétie, rotation et similitudes

Géométrie des nombres complexes — Terminale maths expertes
Corrections détaillées

Boite a outils

Les trois transformations de base.

transformation écriture complexe

translation de vecteur w d’affixe b Z=z+b

homothétie de centre O, de rapport k réel non nul | 2’ —2zq = k(z — zq)

rotation de centre Q, d’angle 0 2 —2q=e%2-2q)

Similitude directe. Toute application 2' = az + b avec a # 0 est une similitude
directe de rapport |a| et d’angle arga.

— Sia =1 :c’est une translation de vecteur d’affixe b (sans point fixe si b # 0).
— Sia#1:elle possede un unique point fixe Q, d’affixe

0= g Iza
et s’écrit alors 2 — 2z = a(z — zq).
Lecture de g, quand a # 1 :
a nature
réel,a =1 homothétie de centre Q et de rapport a
a=-1 symétrie de centre Q
de module 1, a # 1 rotation de centre Q et d’angle arga
quelconque similitude directe de centre Q, de rapport |a| et d’angle arga

Effet sur les figures. Une similitude directe de rapport k multiplie les longueurs par

. 2 . 7 . .
k, les aires par k~, conserve les angles orientés, transforme une droite en droite et un
cercle de rayon r en cercle de rayon Kr.

Composition. La composée de 2" = a1z + by puis 2”7 = a,2" + b, est
Z’ = aya,z + a;b, + b, : les rapports se multiplient, les angles s’ajoutent.
o J

Correction de l'exercice 1 - Translation : image et antécédent

— a) Formule du cours : une translation s’écrit 2 = z + b, ou b est I'affixe du vecteur v
— Expression complexe :

Z=z—-1+4i
— Image de M : on remplace z par 3 — 2i v
— Calcul des partiesréelles: 3 -1 =2 v
— Calcul des parties imaginaires : -2 +4 =2 v
— Résultat :

Zy =2+ 20
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b) Question inverse : on cherche z tel que 2z’ = 5i v
Equation:z—1+4i=5i v
Onisolez:z=5i+1-4iv
Résultat :
z=1+i
Vérification : (1 +i)—1+4i=5i v
Cohérence : conforme v
Remarque sur les points fixes : 2z = 2 — 1 + 4i donnerait 0 = —1 + 4i, impossible v
Conclusion : une translation de vecteur non nul n’a aucun point fixe v
Effet sur les longueurs : |2/; — 25| = |21 — 23| v
Conséquence : une translation conserve les distances, c’est une isométrie v
Lien avec la similitude : ici a = 1, le rapport vaut 1 et I’angle 0 v

Réponse. a) 2’ =z— 1+ 4i et 2y = 2 + 2i - b) I’'antécédent de 5i est le point d’affixe 1 +i.

Correction de l’exercice 2 - Homothétie

a) Formule du cours : 2 — 2 =k(z—2q) v

Substitution : 2’ - (1+i)=3Z—-1-1) v

Développement : 2 =32—-3-3i+1+i v

Réduction: -3+ 1 = -2 et —3 + 1 = —2 pour la partie imaginaire v
Expression complexe :

Z=3z2—-2-2i
Controle : le coefficient a = 3 est réel, c’est bien une homothétie v
« . b _=2-02i_=2-2i _ 4.
Controle du centre : T—g 13 = 1+iv

Cohérence : on retrouve zqg v
b) Imagede A:3(2—-i)—2-2i v
Développement : 6 —3i — 2 — 2i v/
Résultat :
Zy =4 —Dbi

Vérification par la définition : 2, — 2 =2 -i)—-(1+i)=1-2i v
On multiplie par 3: 3 - 6i v
On ajoute 2o : 3-6i+1+i=4-5i v
Cohérence : conforme v
Controle d’alignement : Q, A, A" doivent étre alignés v
Vérification : 2z, — 20 =3 —-6i = 3(24 — 2q) v
c) Effet sur les aires : une homothétie de rapport k multiplie les aires par %
Facteur: 32 =9 v
Aire de I'image :
5% 9 =45 cm?

Effet sur les longueurs, pour comparaison : elles sont multipliées par 3 seulement
v

Réponse. a) 2’ =3z2—2—-2i-b)zy =4 —5i-c) 45 cm?.
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Correction de I'exercice 3 - Rotation de centre O

a) Formule : 2’ = ez pour une rotation de centre O v

Valeur de I’exponentielle : e’z = cos% +i sin% =iv

Expression complexe :
Z =iz
A retenir : multiplier par i, c’est faire un quart de tour dans le sens direct v
b) Premier point : i(3 + 2i) = 3i + 2i* v
Simplification : —2 + 3i v

Deuxieme point : i X (-1) = —i v
Troisieme point : i xi=-1 v
Résultats :
3+4+2i- -2+ 3i -1 —i i~-—1

Contréle des modules : |3 + 2i| = /13 et |-2 + 3i| =13 v

Cohérence : une rotation conserve les distances a son centre v
-2+ 31 v
3+ 2i

On multiplie par le conjugué 3 — 2i, dénominateur 13 v
Numérateur : (-2 + 3i)(3 - 2i)=—-6+4i+9i+6 =13i v

Controle de I’angle :

Quotient : i, d’argument % v
. 7 —iII .
c) Rotation d’angle opposé : e 72 = —i v
Expression complexe :
Z =-iz
Vérification : la composée des deux rotations donne 2’ = —i Xiz=2 v

Cohérence : ce sont bien deux transformations réciproques 1'une de 1'autre v

Réponse. a) 2’ =iz-b) -2+ 3i, —iet =1 - ¢c) 2 = —iz.

Correction de I’exercice 4 - Rotation de centre quelconque

a) Formule : 2 — 2o = e (2 — 2zp) v

Valeur de I’exponentielle : '3 = % + ig v
Substitution : 2’ — 2 = <% + ig>(z —-2) v

Développement : 2’ = <% + ig>z -1-i/3+2v

Expression complexe :

1,3 _

1ta=17

Cohérence : c’est bien une rotation, pas une similitude de rapport différent de 1 v
b _1-il3 ,

l-a 1 _ iE

2 2
Observation : le numérateur vaut exactement 2 fois le dénominateur v

Controle du module de a :

Controle du centre :
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— Quotient: 2 v
— Cohérence : on retrouve zg =2 v
— b) Imagede A : 2y —2q=4—-2=2

— On multiplie par s : 2<% + 1§> =1+i/3 v

— On ajoute zq: 1 +i/3 +2 v
— Résultat :

Zy =3+if3

— Vérification du triangle, premier coté : QA =|2| =2 v

— Deuxiéme coté : QA" = |1 +i/3|=VT+3 =2~

— Cohérence : une rotation conserve la distance au centre v

— Troisieme coté : 2z, — 2,4 = (3 + iﬁ) —4=-1+i/3 v

— Module : AA'=/1+3 =2

— Conclusion : les trois cotés valent 2, le triangle QAA” est équilatéral v

— Explication : un triangle isocéle dont I’angle au sommet vaut 60° est équilatéral v

Réponse. a) 2’ = <% + ig>z+ 1-i/3 -b)zs=3+i/3, et QA = QA" = AA’ = 2 : triangle

équilatéral.
Correction de I'exercice 5 - Reconnaitre une rotation

— Forme reconnue : 2’ =az+baveca=ietb=1-1iv
— Premier test : a # 1, il existe donc un unique point fixe v
— Moduledea:|i=1v
— Conclusion partielle : le rapport vaut 1, c’est une rotation v
— Argument de a : arg (i) = % v
— Angle de la rotation : % v
— Recherche du centre : on résoutz =iz+1—i v
— Onregroupe : z2—iz=1—-i v
— Factorisation: 2(1-i)=1—-i v
— Simplification : 1 —i # 0, on peut diviser v
— Centre :
Zg = 1
— Formule générale, pour contréle : 2z = T—a- % =1v
— Cohérence : conforme v

— Conclusion : f est la rotation de centre Q(1) et d’angle & v

2

— Vérification sur un point : image de 3 v

— Calcul : 3i+1-i=1+2iv

— Controle par la définition : z — 2o = 2, multiplié par i donne 2i v
— On ajoute le centre : 1 + 2i v

— Cohérence : conforme v

— Controle des distances : Q(3) =2et |1 +2i—-1|=2 v

i

Réponse. f est la rotation de centre Q d’affixe 1 et d’angle 5

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 4 - Géométrie des nombres complexes

Correction de I’exercice 6 - Reconnaitre une homothétie et une symétrie

— a)Lecture:a=2etb=-3 v

— Nature de a : réel, différent de 1 v

— Conclusion : c’est une homothétie de rapport 2 v
— Point fixe: 2=22—-3 v

— Résolution: —2=-3,doncz=3 v

— Controle par la formule : %32 =3v

— Conclusion :

homothétie de centre Q(3) et de rapport 2

— Vérification : image de 5 v

— Calcul: 10-3=7v

— Controle : 5 — 3 = 2, doublé donne 4, plus 3 donne 7 v

— b) Lecture:a=-1letb=4+2iv

— Nature de a : réel, égala —1 v

— Conclusion : homothétie de rapport —1, c’est-a-dire une symétrie centrale v
— Point fixe : z2=—-—2+4+2i v

— Résolution : 22 =4+ 2i v

— Centre :

Zag=2+I1
14_7_2’1) = 4521 =2+4iv
— Conclusion : symétrie de centre Q(2 +i) v
— Vérification : image de 5 + 3i v
— Calcul : —-(6+3i)+4+2i=-1-iv

(5+3i)+(=1—-i) _4+2i
2 2
— Cohérence : Q est bien le milieu, conforme a une symétrie centrale v

— Remarque : une symétrie centrale est aussi la rotation d’angle i de méme centre v

— Controle par la formule :

— Controle par le milieu : =2+iv

Réponse. a) homothétie de centre Q(3) et de rapport 2 - b) symétrie de centre Q(2 + i)
(homothétie de rapport —1, ou rotation d’angle m).

Correction de l'exercice 7 - Une similitude directe

— Lecture :a=1+ietb=0v

— Moduledea:|l+i|=/2=1,414 v

— Constat : le module n’est ni 1 ni un réel, ce n’est ni une rotation ni une homothétie v
— Conclusion : c’est une similitude directe v

— Rapport : /2 v

— Argument de a : % v

— LI
Angle : 4 v

— Point fixe: z=(1+1i)z v

— Regroupement : z(1 — (1 +1i)) =0, soit —iz=0 v
— Solution:z2=0v

— Centre : 'origine O v

— Conclusion :
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II

similitude directe de centre O, de rapport 2 et d'angle 4

Décomposition : c’est la composée de I’homothétie de centre O et de rapport V2, et

de la rotation de centre O et d’angle % v

Ordre : les deux se composent dans n’‘importe quel ordre, elles ont le méme centre v
Imagede A: (1+)2-i)=2—-i+2i+1v

Résultat :
Zp = 3+

Contréle du rapport : OA = |2 —i| =/5 v
Et:0A =|3+i|=/10 v

. J10

uotient : = =2 v

N 5
Controle de I'angle : % =1 +1, d’argument % v

Cohérence : conforme aux éléments annoncés v

Réponse. Similitude directe de centre O, de rapport /2 et d’angle & ; z, = 3 +1i.

Correction de I'exercice 8 - Une similitude de centre non trivial

Lecture:a=2ietb=4v

Module de a : |2i| =2 v

Rapport de la similitude : 2 v
-,

Argument de a : arg (2i) = 5

Angle : % v
Nature : similitude directe, ni rotation (rapport # 1) ni homothétie (a non réel) v
Point fixe : on résout z = 2iz+4 v
Regroupement : z(1 —2i) =4 v
a4,
1-—2i
On multiplie par le conjugué 1 + 2i v
Dénominateur:1+4 =5 v
Numérateur: 4(1 +2i) =4+ 8i v
Centre :

Division : z =

zg=%=o,8+1,6i

Vérification : 2i(0,8 +1,6i)+4=1,6i—3,2+4=0,8+1,6i v
Cohérence : c’est bien un point fixe v
Conclusion :

I

similitude directe de centre Q(0,8 + 1,6i), de rapport 2, d'angle 5

Ecriture réduite : 2 —zo = 2i(z — 2q) v

Effet sur les aires : elles sont multipliées par 22=4v

Controle sur un point : image de 0 v

Calcul: 22 =4 v

Distance au centre, avant : |0 — Q| = /0,64 + 2,56 = /3,2 = 1,789 v

Distance au centre, apres : [4 — Q| =|3,2 — 1,6i] =/10,24 + 2,56 =/12,8 = 3,578

AN
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— Quotient: 2 v

4 + 8i
5

Réponse. Similitude directe de centre Q d’affixe = 0,8 + 1,6i, de rapport 2 et

. i
d’angle ok

Correction de I'exercice 9 - Composer deux rotations

— a) Expressionde r; : 2 = e3z v

— Expressionder, : 2’ = etz v

— Composition : on remplace 2z’ par son expression v

— Calcul : 2" = /s x el3z v

— Regle des exponentielles : les arguments s’ajoutent v

_ .o, o _ o, 20 _ 30
Somme.6+3 6+6 6/
— Simplification : % v

— Expression complexe :

oG8
zZ =e2wz=1z

— Identification : rotation de centre O et d’angle % v
— Regle générale : deux rotations de méme centre se composent en additionnant les

angles v
— Remarque : I'ordre n’a pas d’importance ici v
— Attention : ce n’est plus vrai si les centres different v

3
— b) Composée triple : 27 = (elﬁ) zv

— Moivre : I'argument est multiplié par 3 v

—Calcul:3x%=ﬂ/

— Expression :
7" =ellz=—z
— Identification : c’est la symétrie de centre O v
— Autre lecture : c’est la rotation de centre O et d’angle v
— Contréle : en composant six fois r;, on obtient e?"z = z v

— Conclusion : r; est d’ordre 6, six quarts... six sixiemes de tour ramenent a l'identité
v

— Illustration : 'image d’un point décrit un hexagone régulier v
I

Réponse. a) 2 = iz : rotation de centre O et d’angle 5

- b) 27 = —z : symétrie de centre O
(rotation d’angle m).

Correction de I’exercice 10 - Composer une rotation et une translation

— Expressionder:z =iz v

— Expressiondet:2"'=2"+2 v

— Composée t - : on applique r d’abord v
— Substitution: 2" =iz+2 v

— Lecture : a =i, de module 1 v

— Nature : rotation d’angle % v

— Centre : zo = 12_1. v
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— On multiplie par le conjugué : w =14+iv
— Conclusion :
t - r est la rotation de centre Q(1 + i) et d'angle %

— Composée r-t : on applique t d’abord v

— Substitution : 2" =i(z+2)=iz+ 2i v

— Lecture : a = i, méme angle % v
2i

1—i

— On multiplie par le conjugué :

— Centre : z =

2AED i@ +iy=—1+iv

— Conclusion :

I

reo t est la rotation de centre Q'(—1 + i) et d'angle 5

— Comparaison : méme angle, mais centres différents v

— Réponse : les deux composées ne sont pas égales v

— Conclusion générale : la composition de transformations n’est pas commutative v
— Vérification sur un point : image de O parter v

— Calcul :ix0+2=2v

— Imagede Oparreot:i(0+2)=2iv

— Cohérence : 2 # 2i, les deux applications different bien v

— Remarque utile : la composée d’une rotation d’angle 6 # 0 et d’une translation est
toujours une rotation de méme angle v

I

5 rot :rotation de centre —1 +i et

Réponse. t - r : rotation de centre 1 +i et d’angle

d’angle % Elles sont différentes.

Correction de l'exercice 11 - Image d’un cercle

— a) Lecture :a=1+ietb=2 v
— Module : /2, c’est le rapport v

— Argument : % c’est ’angle v

— Pointfixe:z=(1+i)z+2 v
— Regroupement : z(1 -1 —1i) =2, soit —iz=2 v
— Division : z = %1 v

— Simplification : 1 - i, donc z=2i v

— Centre : Q(2i) v

— Verification : (1 +i)2i))+2=2i—-2+2=2iv

— Conclusion :

I

4

— b) Propriété : I'image d’un cercle par une similitude de rapport k est un cercle de
rayon k X r v

— Nouveau rayon : 3/2 = 4,243 v

— Nouveau centre : c’est I'image de A v

— Calcul : (1+i)x1+2=3+iv

— Conclusion :

s est la similitude directe de centre Q(2i), de rapport J2, d'angle
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s(C) est le cercle de centre A’(3 + 1) et de rayon 3/2

— Controle sur un point du cercle : M d’affixe 4, car [4—-1| =3 v
— Image : (1+i)x4+2=06+4iv

— Distancea A" : [6+4i—3—i| =|3+3i| v

— Module : 3/2 v

— Cohérence : I'image est bien sur le cercle annoncé v

2
— Controle de l’aire : 1'aire passe de 917 a 18m, soit un facteur 2 = (\/f ) v

.

4 b) le cercle

Réponse. a) similitude directe de centre Q(2i), de rapport J2 et d’angle
de centre 3 +i et de rayon 3/2.

Correction de l'exercice 12 - Image d’une droite

— Expressionder:z =iz v
— Meéthode : exprimer z en fonction de 2/, puis reporter dans I’équation v
»

— Relation inverse : z = 5= —iz v
— Justification : % =—iv

— Onpose:z=x+iyetz =x"+iy v

— Calcul : —i(xX'+iy)=—-ixX+y v

— Identification: x =y ety=—x"v

— Equation de départ : y=2x+1 v

— Substitution : —x' =2y +1 v

— Onisoley : 2y =—x"-1v

— Equation de I'image :

— Nature : c’est bien une droite, conformément au cours v
— Coefficient directeur de départ : 2 v

— Coefficient directeur de I'image : —% v

— Produit : 2 X (—%) -1

— Interprétation : les deux droites sont perpendiculaires v

— Cohérence : une rotation d’'un quart de tour transforme une droite en une droite
perpendiculaire v

— Controle sur un point : A(0; 1) appartienta D v

— Affixe :i v
— Image : i X i = —1, soit le point (—1;0) v
_ 'é ion i =1 _1_1_1_
Test dans I’equation image : 5 >=5"5 0v
— Cohérence : conforme v
Réponse. L’'image est la droite d’équation y = —% — % perpendiculaire a D.

Correction de I’exercice 13 - Construire la similitude a partir de deux points

— Forme cherchée : 2 =az+b v
— Premiere condition: ax1+b=3+1i v
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— Seconde condition :axi+b=1+3i v
— Soustractiondes deux: a(i—1)=(1+3i)—(3+1) v
— Second membre : —2 + 2i v

— Donc:a = % v
— Observation: —-2+2i=2(i—1) v
— Simplification :

a=?2

— Retour a la premiere condition:2+b=3+i v
— Donc:b=1+iv
— Expression complexe :

Z=2z+1+i

— VérificationsurB : 2i+1+i=1+3i v

— Cohérence : conforme v

— Nature : a = 2 est réel, c’est donc une homothétie v

— Rapport : 2 v

— Angle : arg(2) =0 v

— Pointfixe: z2=2z2+1+iv

— Résolution: —z2=1+i,doncz=-1—-iv

— Centre : Q(-1-1i) v

— Conclusion : homothétie de centre Q(—1 — i) et de rapport 2 v
— Controle d’alignement : Q, A, A" doivent étre alignés v

— Vérification : 2, —2q=2+ietzy—20=4+2i=212+1i) v

— Cohérence : conforme v

— Controéle des longueurs : AB=|i— 1| =2 et AB = |-2+2i| =2/2 v

Réponse. 2 = 2z + 1 +i : homothétie de centre Q(—1 — i) et de rapport 2.
Correction de l'exercice 14 - Une frise par rotations successives

. ’ 2_H
— a) Expressionder:z =e'52z v
. 7 7 . . 2_H .
— Suite géométrique : de raison g = e'5 et de premier terme 3 v
— Formule :

;2N

z,=3e'5

— Module : |z,| = 3 pour tout n v

— Conséquence : tous les points sont sur le cercle de centre O et de rayon 3 v

20
5

— Conséquence : les cing points partagent le cercle en cing arcs égaux v
— Conclusion : M(\MM,M3M, est un pentagone régulier v

— b) Arguments : ils sont espacés de exactement v

— Longueur d’un coté : MoM; = |2, — 2| = S‘e’%n - 1‘ v
— Formule de I’angle moitié : |1 - ei9| = Z‘Sin%‘ v
— Ici: ZSin% v

— Longueur : 6sin% v
— Valeur : sin% ~ 0,587785 v
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11

— Coté : = 3,527 v
— Périmetre :

P = 30sin (%) ~ 17,634

— Controle : le périmetre du cercle vaut 6o = 18,850 v

— Cohérence : le pentagone inscrit a un périmetre plus petit v
— ¢) Périodicité : z,,, 5 = z,, care?" =1 v

— Division euclidienne : 2026 =5 x405+1 v

— Donc : 2,006 =21 v

— Résultat :

Zy026 = 3€5 = 0,927 + 2,853 i

— Controéle du module : /0,859 + 8,140 = 3 v
2nm

Réponse. a) z, = 3e'5 - b) pentagone régulier de périmétre 30 sin% ~ 17,634 - c)

j 211
22026 = 21 = 3e's.

Correction de l'’exercice 15 - Un bras robotisé a deux segments

— a) Premier terme : 3e'c = 3<g + %1> v
— Calcul : ? + %i v
— Angle du second segment : % + % = % v

— Second terme : 2e'z = 2i v

— Somme, partie réelle : % ~ 2,598 v

— Somme, partie imaginaire : % +2= % v

— Affixe de la main :

N
O

— Distance a l'origine : 24—7 +
76 _
1 19 v

— Somme sous la racine :

— Résultat :
d =19 = 4,359 dm
— b) Mise en facteur : 2., = eia(S +2 eiﬁ) v
— Module : |ei"‘| =1,doncd = |3 + 2ei3| v
— Constat important : la distance ne dépend que de 8 v
— Inégalité triangulaire : |3 +2e | <3+42=5v
— Cas d’égalité : les deux termes doivent avoir le méme argument v
— Condition: e? =1, doncf=0v
— Distance maximale :

dpax =5dm pour B=0

— Interprétation : le bras est tendu, les deux segments alignés dans le méme sens v
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— ¢) Minoration : |3 + 2eiB| >3-2=1v

— Cas d’égalité : e? = -1, doncf=n v

— Distance minimale : 1 dm v

— Interprétation : le bras est replié, le second segment revient sur le premier v
— Quand « varie : z,,,;, = € X 1, de module constant 1 v

— Conclusion : la main décrit le cercle de centre O et de rayon 1 dm v

— Zone atteignable : ’ensemble des positions possibles est la couronne comprise
entre les cercles de rayons 1 et 5 v

— Vérification surlea) : g = % donne |3+2e’%| =13+1+i/3|=/16+3 =J/19 v

— Cohérence : conforme, et 1 =J19 =5 v

Réponse. a) Zyain = % + %i, a V19 = 4,359 dm de I’épaule - b) 5 dm pour 8 = 0 (bras

tendu) - ¢) 1 dm pour 8 = 7 ; la main décrit alors le cercle de centre O et de rayon 1 dm.
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