Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle)

Plaquette 3 - Formules d’Euler : linéarisation,
factorisation d’angle moitié et sommes
Nombres complexes (forme trigonométrique

et exponentielle) — Terminale maths expertes
Corrections détaillées

Boite a outils

Formules d’Euler. Pour tout réel 0 :

i0 -i0 0 _ _—i0
e +te sing=¢6_—¢€
2 2i

cosO =
Elles se lisent dans les deux sens : € + e7® = 2cos0 et e — e7® = 2isin®.

Formule de Moivre. Pour tout entier n :

(cosO +isinB)" = cos(nO) +isin(nf)  c'est-a-dire (eie)n = gin?

Linéariser cos”6 ou sin" 6. On remplace par Euler, on développe avec le bindme de
Newton, on regroupe les termes conjugués deux a deux, puis on revient a des
cosinus. Résultats a savoir retrouver :

cos2g = 11€0os(20) 29 1-cos(20)
2 2
cos3@ = 3C0sH0 Zcos (30)  y3g = 3siné —4$in(36)

Factorisation par I’angle moitié. C’est la technique la plus rentable du chapitre :

1+e=2cos (g)é% 1 - e = —2isin (%)e’g
Plus généralement :
;a+b

el? + e® = 2 cos (%)e’T

A Le facteur 2 cos <Q> est un réel, mais il peut étre négatif : ce n’est alors pas le

2
module, et il faut ajouter m a I’argument.

Somme géométrique de complexes de module 1. Pour 6 non multiple de 21 :
n—-1

kZOG 1-—e

iko _ 1 —e™m
0

Racines n-iemes de 1’'unité. Ce sont les n complexes il pour k allantdeOan—1;
leur somme est nulle des que n = 2.

Correction de I'exercice 1 - Démontrer les formules d’Euler

— Point de départ : e = cos0 +isinf v

— Deuxieme relation : on remplace 0 par -6 v
— Parités : cos(—0) = cosf et sin(—0) = —sin0 v
— Donc :

e”® = cosf —isinb
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Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle)

— Remarque : e ? est donc le conjugué de e v

— Somme des deux égalités : les termes en isin 6 se compensent v

— Calcul : e® + 7% = 2cos6 v

— Premiere formule d’Euler :

eif 4 o-if

e —

— Différence des deux égalités : les termes en cos 0 se compensent v
— Calcul : e — 7 = 2jsinf v

— Seconde formule d’Euler :

cosfO =

0 _ —i0
sinf=&—-¢
2i

— Attention au dénominateur : c’est 2i et non 2 v
i<e—i9 _ ei@)

5 v

— Ecriture équivalente : en multipliant par % on obtient sinf =

— Contr61een0=0:ﬁ=1=cosO/

2

— Second controle : % =0=sin0 v
— Controéle en 6 = % celi=iete @ =—iv
— Vérification : COS% = 12;1 =0et sin% = % =1v
Réponse. En ajoutant puis en soustrayant e = cos0 +isin6 et e = cos 0 — isin6 :

elf 4 o—i0 . et _ o=if
cosf ==—+~—etsinf==—_—~>—.

2 2i

Correction de I'exercice 2 - Linéariser un carré

, 2
_ i0 —i6
Substitution d’Euler : cos?6 = (%) v

— Carré du dénominateur : 4 v

— Développement du numérateur : (eie)z + 2elfe7 4 (e—w)Z v
— Premier terme : % v
— Terme central : e’®e
— Troisieme terme : e
— Regroupement : e?? + 72 = 2 cos (20) v
2cos(20) + 2 Y

4

~10 = ¢/0 = 1, donc ce terme vaut 2 v

—2i0 ,

— Expression : cos?6 =

— Résultat :

cos2 = 1 + cos(20)
2

~ . . .2 el — g—10 2
— Meéme travail pour le sinus : sin“0 = ST v

— Carré du dénominateur : (21’)2 =—-4v

— Numérateur: e?? —2 + e729 = 2 cos(20) — 2 v

2cos(20) — 2
-4

— Quotient : v

— Résultat :
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Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle)

1 — cos(20)
2

1+00529-£1—00529=1 v

.2
sin“ 0 =

— Controle par la somme : cos?0 + sin’0 =

—Contr61een9=0:%=let%=0/

. . . 7 . . sy . 2
— Application immeédiate : ces deux formules donnent les primitives de cos? et sin” v

1 + cos (20) ot sin?@ = 1 — cos(20)

4 29 —
Réponse. cos“ 0 = 5 5

Correction de I'exercice 3 - Linéariser un cube

. . 3
i0 —i0
— Substitution : sin®0 = (%) v

— Cube du dénominateur : (21')3 =8i°=-8i v
— Développement du numérateur, binéme de Newton : aveca = e etb = —e ™ v
— Formule : (a + b)® = a® + 3ab + 3ab* + b* v
— Premier terme : e3¢ v
— Deuxiéme terme : 3e% x (—e‘i9> = -3e? v
— Troisiéme terme : 3¢ x e 20 = 37 v
— Quatrieme terme : —e 39 v
— Regroupement des termes extrémes : % — e 319 = 2jsin (39) v
— Regroupement des termes centraux : —3 (eie - e‘“’) = —6isin6 v
— Numérateur total : 2isin (30) — 6isin0 v
2isin (30) — 6isin@ y
—8i
sin (360) :L 3sinf Y

— Quotient :

— On simplifie par 2i :
— Résultat :

3sin O — sin (360)
4

sin’0 =
— Controle en 0 = % : membre de gauche 1°=1v

3><1—sin(37”>_3 1_1,

. . — +
— Membre de droite : a 1
3
— Controle en 6 = % : membre de gauche (%) = % v
3xLl_sinZ _
— Membre de droite : 2 a 2 = 1'54 1 =0,125 v
3sinf — sin (30)

Réponse. sin’6 = a

Correction de I'’exercice 4 - Linéariser une puissance quatrieme

(eie + e—i9>4
N - )y
16
— Binome de Newton, coefficients : 1,4,6,4,1 v
— Premier terme : e*? v
— Deuxiéme terme : 4e3% 710 = 4219 »

— Substitution : cos*0 =
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Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle)

Réponse. cos*6

Terme central : 6e?%e=20 = 6 v

Quatrieme terme : 4e%e 3 = 4¢7210 ,

Cinquieme terme : e 4 v

Regroupement des extrémes : e*® + e 4% = 2 cos (46) v
Regroupement des seconds : 4(e2i9 + e‘2i9) = 8cos(20) v

Numérateur total : 2cos(40) + 8cos(20) + 6 v
Division par 16 : on simplifie par 2 v

Résultat :
costp = £O8 (40) + 48005 (26) + 3
Controle en 6 = 0 : membre de gauche 1 v
Membre de droite : % =1v
Controle en 6 = % : membre de gauche 0 v

cos(2m) +4cosn+3 _ 1-4+3

Membre de droite : 3 5 =0v
4
Controle en 0 = % : membre de gauche <g> = % v
cosm+4cosZ+3
Membre de droite : 5 2 =1 +80 +3 _ % v

Regle générale observée : linéariser une puissance n fait apparaitre les angles n6,
(n—2)0, (n—4)0, etc. v

__cos(40) +4cos(20) + 3

= 3 .

Correction de I’exercice 5 - Un produit de carrés

sin (20) Y

Deuxiéme méthode, la plus rapide : sinfcosf = >

)
sm4(29) Y
1 — cos(2u)
2

JT B e . 2
On éleve au carré : cos?0sin“6 =

. s . P . 2
On linéarise le carré : sin“u = avecu =20 v

1 — cos (40) Y

e as 1
Substitution : 1 X 5

Résultat :

1 — cos(40)
8

Premiere méthode, par Euler : on écrit le produit des deux expressions v

.2
cos?60sin“ 9 =

. 2, 2
Numérateur : (e’e + e"e) (e’9 - e"g) v

N I v
Astuce : on regroupe autrement, en [(el +e™! )(e’ —e™! )] v

Identité remarquable : le produit vaut e — e=%9 v
Carré : e*® -2 + 79 =2co0s(40) -2 v
Dénominateur : 2% x (2i)° =4 x (-4) = —16 v
Quotient : 2 COS_(%? -2,

Résultat : L —c05(40)

8
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Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle)

s .2
Réponse. cos?0sin“ 6 =

Cohérence : les deux méthodes donnent la méme expression v

Contréle en 0 = L : membre de gauche 1y

1
4 272
ite. L—cosm _ 2 _ 1
Membre de droite : 8 S=7 v

Controle en 6 = 0 : 0 des deux cotés v

Valeur maximale : 1 X 2 = 1

8 4’
1 — cos(40)
—5

1
i

atteinte quand cos(40) = -1 v

Correction de I’exercice 6 - Une intégrale rendue possible par la
linéarisation

Obstacle : cos?6 n’a pas de primitive immédiate v
1 + cos(20) Y
2

Primitive terme a terme : celle de 1 est 9,

On linéarise : cos?0 =

2 2
Celle de cos(20)  sin(20) ,
2 ’ 4
Primitive compléte : F(0) = g + %29) y
o.o,sinmg_o
Valeuren2,4+ 1 1
Valeuren O0:0 v

Résultat :

2 0s20d0 = I
focos GdG—Z

Controle par symeétrie : sur [0 ; %] les intégrales de cos? et de sin” sont égales v

Justification : leur somme vaut [21d6 = % v
Cohérence : chacune vaut donc la moitié, soit % v
Seconde intégrale : on linéarise sin>6 = 3sind —4$1n(39) v

Primitive de 33106 . _3cos6 ,

4 4
Primitive de _smL(139) : cosl(239) v
Primitive compleéte : G(0) = — SCZSQ + cosi(239) v
o_3%x(=1) S cos@Bm _3 1
Valeuren : 1 + 5 | v
.9 _ 1 _8 _2
Calcul: 35 =35 =953 "
.-34,1 __8 __2
Valeur en O : 4+ 15 15 3 v

Résultat :

" sin3 —2,2_4
fosm ¢9dt9—3+3 3

Controle de plausibilité : sin’ 0 est positif sur [0 ; ], de maximum 1 v

Encadrement : l'intégrale est comprise entre 0 et 1 = 3,14, et % =~ 1,33 v
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Réponse. [2cos?0d0 = % et fgsin39d9 = %

Correction de I’exercice 7 - Factorisation par I’angle moitié

— Idée : faire apparaitre une somme du type e + e X v
0 ’ ey 7 y 7
— On met e'2 en facteur : c’est « la moitié » de ’exposant présent v

s, 0 _i8
— Ecriturede 1: 1 =e2xe™2 v

P . . . Q Q
— Ecriture de e? : e? = e’z x ez v
— Mise en facteur :

; 0 0 0
1+e®= e‘f(e“f +e2

— Reconnaissance d’Euler : la parenthése vaut 2 cos (%) v
— Résultat :
1+ e =2cos (%)e’g

— Lecture du module : si cos (g) = 0, le module vaut 2 cos <Q> et I’'argument 9,

2 2

— Avertissement : si cos (g) < 0, le module est —2 cos (g) et 'argument g +ov

— Exemple du premiercas: 0 =% v

2
— Calcul: 1+i= 2003%e’%=\/§e’% v

— Cohérence : c’est bien la forme exponentielle connue de 1 +i v

— Exemple du second cas : 0§ = 32—17 v
— Calcul:1-i= ZCosi—Hei%TH = _2eF v
— Argument corrigé : 3O | = 7—17, équivalent a —% v

4 4
— Cohérence:1—-i=J2e 1 v

Réponse. En mettant e en facteur : 1 + el = e’g(e_i% + e’g> = 2Cos (g)dg.

Correction de l’exercice 8 - La différence, et son module

A . -0
— Meéme mise en facteur : e’z v
— Ecriture :

- 0 0 0
1-e= elf(e_lf — e’?)

— Reconnaissance d’Euler : eX — e ™ = 2isinx v
— Attention a l'ordre : ici c’est e7* — ¥, donc 'opposé v

— Valeur de la parenthese : —2isin <Q> v

2
— Résultat :

1 —e®=—2isin (g)dg

— Passage au module : le module d’un produit est le produit des modules v
— Module de -2i:2 v
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Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle)

— Module de sin <g> : ¢c’est un réel, son module est sa valeur absolue v

— Module de 5 : 1 v
— Résultat :

|1—éﬂ=2

in( @
sm<2>‘
— Controleen=mo:|1-(-1)]=2v
— Formule : Z‘Sin%‘ =2
— Controleenf=Z:|1-i|=/2 v
2
— Formule : Z‘Sin%‘ =2 xg =2 v
— Controleen6=0:|1-1|=0v
— Formule : 2|sin0| =0 v

— Interprétation géométrique : c’est la longueur de la corde qui joint le point 1 au
point d’angle 0 sur le cercle unité v

Réponse. 1 — e = —2isin <%>e’g, donc |1 - ei9| = Z‘Sin <g>‘

Correction de l'exercice 9 - Somme de deux exponentielles

. ja+b
— a) Mise en facteur : on sort e" 2, la « moyenne » des deux exposants v
o ;i ia+b i(,_a+th
— Premier terme : ¢/ = e3> x /(1= 42) v
at+tb _a-b ,
2 2

;a+b b—a

— Second terme : e? = e 7 xelz v
— Mise en facteur :

— Exposant restant : a —

, - a+b /[ :a—b a—b
el + el = e!3 (e’az +e % )

— Euler : la parenthese vaut 2 cos < d 5 b> v

— Résultat démontré v

— Cas particulier : pour b = 0, on retrouve la formule de 1’exercice 7 v
— b) Méthode : prendre la partie réelle des deux membres v

— Membre de gauche : Re(eia + eib) = cosa + cosb v

— Membre de droite : 2 cos < d 5 b > est un réel, il sort de la partie réelle v

— Partie réelle restante : Re (e"%> = COS <_a '5 b> v

— Formule obtenue :

cosa + cosb = 2005(%)003(“513)

— Bonus, par la partie imaginaire : sina + sinb = 2sin < d '5 b > cos <a E b> v

— Controle : pour a = b, la formule donne 2 cosa v
— Cohérence : cosa + cosa =2cosa v

— Second contréle : a = % eth=0v

— Membre de gauche : li1= % v

2
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Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle)
— Membre de droite : ZCOS%COS% =2X % = % v

a+b

a—b)gitsh. b) en prenant la partie réelle :

Réponse. a) e + e® = 2 cos
cosa+ cosb = ZCos<a+b>cos<a_b>.

2 2

Correction de I'exercice 10 - Module et argument sans forme algébrique

— Outil : 1 +e® = 2cos (%)ei% v
I

fci-0=1I 6_m

Ici: 0 3,domc2 6/
—Facteurréel:2005%=2xg/
— Valeur: /3 v

— Signe /3 > 0, c’est donc bien le module v
— Forme exponentielle :

Z =36t
— Conclusion : [Z| =/3 = 1,732 et argZ = % v
— Vérification par la forme algébrique : '3 = % + ig v
— Somme:1+%+i§ v
— Forme algébrique :
_3 .3,
Z = 5 + > i
_ 943 _ Jﬁ
Module.J4+4 i v
— Calcul : /3 v
— Cohérence : conforme au premier calcul v
— Argument : cosa = % = g v
— Sinus:sina=@éz=%/

—Angle:a:%/

— Cohérence : les deux méthodes concordent, et la premiere n’a demandé aucun calcul
de racine v

Réponse. |Z| =3 etargZ = & s0it Z = /3 el = % + gi-

Correction de I’exercice 11 - Une somme géométrique de complexes

— a) Nature de la somme : c’est une somme géométrique de raison q = e’ v

— Condition de validité : g # 1, c’est-a-dire 6 non multiple de 2m, ce qui est supposé v
— Premier terme : e/X°=1 v

— Nombre de termes : n v

— Formule du cours :
S = 1_qn _ 1_ein9

1-¢q 1—e®
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— Justification : la formule est valable dans tout corps, donc dans C v
— b) Valeur de la raison : g = e'3 v

— Puissance sixieme : ¢6 = e/*6%3 = 27 v

— Valeur: e?"=1 v

— Numérateur:1-1=0v

7 . I
— Dénominateur: 1 —-e'3 =0 v

— Résultat :
S=0
— Interprétation : les six termes sont les racines sixiemes de 1’'unité, leur somme est
nulle v
— Vérification directe, termes deux a deux opposés : e® =1 ete” = -1 v
— Deuxiéme paire : '3 = % + ig et el = —% - ig v
— Troisiéme paire : e/% = —% - ig et oS = %— ig v

— Somme : chaque paire donne 0 v

— Cohérence : le total est bien nul v

— Piege : pour 6 multiple de 2m, tous les termes valent 1 et S =n, pas 0 v
no

Réponse. a) S = 11_—el

— +b) S =0.
_e19 )

Correction de l’exercice 12 - Somme des racines n-iemes de 1'unité

o o on 7 Zk_H N
— Les racines n-iémes de l'unité : ce sontles wy =e'"» pourkdeOan—-1v

. . k 2
— Observation clé : w; = (w;) avec w; =e'n v
— La somme est donc géométrique de raison w; v
— Condition : w; # 1, cequiestvraicarn=2 v

— Formule :
n—1
k_ 1 —wf
T T,
K=0 w1
— Numérateur : w] = e?” = 1, donc le numérateur est nul v
— Dénominateur : non nul v
— Conclusion :
n—1
e = 0
K=0

— Application a n = 5 : les cing racines sont ei%s" pourkdeOa4 v
— Leur somme est nulle v
— On prend la partie réelle : la partie réelle d’'une somme est la somme des parties

réelles v
— Partie réelle de e'%8” . COSZkTH v
— Résultat :
20 4n 6o 8m _
cosO+cos5 +0085 +0085 +cos5 0

— Controle numérique : 1 + 0,309 — 0,809 — 0,809 + 0,309 v
— Somme :1+0,618—-1,618=0 v
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10

2k
5 ~07

— Interprétation géométrique : les n points forment un polygone régulier, dont le
centre de gravité est I'origine v

— Bonus : la partie imaginaire donne de méme Ek o Sin =&=

Réponse. La somme est géométrique de raison e’m # 1 et de numérateur 1 — e?” = 0,
donc elle est nulle ; en prenant la partie réelle pour n = 5, la somme des cing cosinus
vaut 0.

Correction de I’exercice 13 - Transformer un produit en somme

— Substitution : cosacosb =

— Dénominateur: 4 v

— Développement, premier terme : e%®? = ¢i@*+b o
— Deuxiéme terme : el%e ™" = ¢/@=D) »

— Troisiéme terme : e %
— Quatriéme terme : e %
— Regroupement des termes en a + b : e/@*?) 4 7@+ = 3 cos(a + b) v
— Regroupement des termesena—b : 2cos(a—>b) v

— Numérateur total : 2cos(a +b) +2cos(a—b) v

— Division par 4 :

ib _ g-ila=b) ,
—ib _ g=ila+b) ,

cos(a—b) + cos(a+ b)

cosacosb = 5
— Application numérique : a = ?g eth = %
_ om_ o _4nm_ 1o
Différence : 10 " 1o 12 =3
_ 6o _ 1
Somme : 1 5 v
_ o_1 o _
Valeurs : cos 3=5 et cos 5 0ov
— Résultat :
1
=+0
on _ 2 -1
cosﬁcosﬁ = 7
— Controle numérique : cos ?g =~ (0,2588 et cosﬁ = 0,9659 v
— Produit : 0,2588 x 0,9659 = 0,250 v
— Cohérence : le produit vaut bien % v
. _cos(a—b)+cos(a+b) ,, . 50 . ..m _1
Réponse. cosacosb = 5 , d’ou cos 17 C0S15 =1

Correction de l'’exercice 14 - Une équation trigonométrique par
factorisation

— Outil : la formule de somme démontrée a 1’exercice 9 v

— Formule : cosa + cosb = 2cos<a§b>cos<—a£b> v

— Ici:a=xetb=3xv

x+3x _
5 2x v

X—=3X _
2

— Demi-somme :

— Demi-différence : —-X v
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11

— Parité : cos(—x) = cosx v
— Equation factorisée :
2cos(2x)cosx =0

— Produit nul : cos(2x) =0 oucosx=0 v

— Premier facteur : 2x = % + ki v

o, ko
st o7

— Valeurs dans [0; 2] :

— Donc : x =

o 3o 5o I

4’4 47 4
— Second facteur : x = % + ki v
— Valeurs dans [0; 2] : % et 32—H v

— Ensemble des solutions :

g=/mn.o. 3o 5o 30,70
4°2° 44’ 2" 4
— Vérification pourx=%:cos%=g v
— Et:cos3I = V2
Et : cos 1 5 v
— Somme : 0 v
— Vérification pourx=%:cos%=0et cos%=0/

— Somme : 0 v

— Intérét de la méthode : développer cos (3x) avec 4 cos®x — 3 cos x conduirait & une
équation de degré 3 en cosx v

4 = 'ou S =JX.o. 30, 50,30, 70
Reponse.2005(2x)cosx—0,douS—<4,2, 44 ° 274

Correction de l'exercice 15 - Battements de deux diapasons

— a) Outil:cosa+cosb=2005<a+b>cos<a_b> v

2 2

— Identification : a = 2nft et b = 2nf,t v
+
— Demi-somme : % =2 X flz—fz Xtv
— Fréquence de la porteuse : fp = ‘Mozﬂ v
— Calcul : 442 Hz v
. 3spps a—b _ i1

— Demi-difféerence : 5 = 211 X 5 Xtv
— Fréquence de I’enveloppe : 441()2& =—-2Hzv

— Parité du cosinus : cos(—u) = cosu, on garde fe=2Hzv
— Ecriture obtenue :
p(t) = 2cos(2m x 2 X t)cos (2m X 442 X t)

— b) Période de I'enveloppe : T, = % =0,5sv
e

— Attention : c’est |cos| qui compte, et sa période est deux fois plus courte v
— Période des maxima : 0,25 s v

— Nombre de battements par seconde : 095
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Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle) 12

— Résultat :
4 battements par seconde

— Regle générale retrouvée : le nombre de battements par seconde vaut |f; — f,| v

— Vérification : [440 —444|=4 v

— ¢) Condition d’accord : plus aucun battement, donc |f; = f,| =0 v

— Conclusion : le musicien doit viser f, = f; = 440 Hz v

— Remarque pratique : c’est précisément ce qui rend la méthode efficace v

— Justification : 'oreille distingue mal deux hauteurs proches, mais compte tres bien
des battements lents v

— Ordre de grandeur : un écart de 0,5 Hz donne un battement toutes les deux
secondes, parfaitement audible v

Réponse. a) p(t) = 2 cos (2 X 2t) cos (2 X 442t), porteuse a 442 Hz, enveloppe a 2 Hz -
b) 4 battements par seconde, soit |f; — f,| - ¢) 440 Hz.
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