Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle)

Plaquette 1 - Module, argument, forme
exponentielle et formules d’Euler

Nombres complexes (forme trigonométrique
et exponentielle) — Terminale maths expertes

Corrections détaillées

Boite a outils

Formules du cours.

— Forme trigonométrique : 2 = r(cos0 + isinf) avec r = |z| > 0 et § = arg (2) (défini
modulo 2m).

— Forme exponentielle : 2 = re’, avec e® = cos6 + isin6.

— Passage depuis la forme algébrique z = a +ib : r = Ja? + b?, puis cos6 = % et

. n_Db
sinf@ = T
— Produit et quotient :
‘ . . , i0 ‘ ,
re’9><r'e’9 =rr'el(9+9) T'e.,=£,e1(9—9)
r'eze r

— Formule de Moivre : (eie)n = e donc (cos6 +isinB)" = cos (n6) + isin (nh).

— Formules d’Euler :

0, o-if 0 _ o-if
cosf = e"te sin @ = u
2 21
— Conjugusé et inverse : re®® = re™ et 11‘9 = %e“'e.
re

ki

. o . 7 . 2
— Racines n-iemes de l’'unité : les solutions de 2" = 1 sont e’" pour
k=0,1,...,n—1; leur somme est nulle pour n = 2.

— Valeurs de référence : e =1,e2 =i, e"= -1, e’z = —i.

Correction de l'exercice 1 - Module et argument

— a)r=J1+3 = 2. Puis cose=%etsin9= g donc 6 = %

— b) r=2; le point image est sur ’axe réel négatif, donc 6 = m.

— ¢) r = 3 ; le point est sur I’axe imaginaire négatif, donc 6 = —% (ou 32—17).

— Meéthode : on calcule toujours r avant I’argument, puisque cos 0 et sin 0 s’obtiennent
en divisant par r.

Réponse. a) 2 et % -b)2etm-c)3et —%.

Correction de l’exercice 2 - Forme exponentielle

a)r=J1+1 =/2.
J2

— c0sO=—==—-—=¢etsinf =

-1 _ 3
2 2

: 'argument est dans le deuxiéme quadrant, 6 = ==,

2
2 4

z=J2 el
b)r=y27+9 =/36 = 6.
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£ J_ 1

— cosfO = et sinf = %=— donc 6 =

N
Sl

ol

Z =6e€'
Réponse. a) V2 e T - b) 6ef.
Correction de I'’exercice 3 - Retour a la forme algébrique
On utilise re’® = r(cos0 + isin ).

2m _ _1 ot gip 20 r , donc

a) cos == 3 5 3

4ef%”=4<—% g> —2 +2i/3

b) cos (—%) = g et sin(—%) = —g, donc

\/fe"%=\/§<g—ig> =1-i
Réponse. a) =2 +2i/3 -b) 1 —i.
Correction de l'exercice 4 - Produit et quotient

Reégles du cours : les modules se multiplient (ou se divisent), les arguments s’ajoutent (ou
se soustraient).

_ _ m,m_3nm+2m _5m
Produit : modules 2 X 3 = 6 ; arguments 4 + 1 6 13 12
27 = 6e'ts
_ ient : 2. o_o_ I
Quotient : modules 3 ; arguments Z 1°6-12

Réponse. 22’ = 6e! % et 2

NN
OO|[\J

Correction de l'exercice 5 - Formule de Moivre

— Onavuquel+i/3 =2e's.

. n .
— Formule de Moivre : (re ’9> = rgind

(2ei%)6 =206 — gaei27= G4

6
— Le résultat est réel : (1 + i\/§) = 64.

6
— Contréle du module : |1 + i3 | = 2% = 64. Cohérent. Le calcul direct par
développement serait beaucoup plus long.

Réponse. 64.
Correction de l'exercice 6 - Calcul d’un argument par le quotient

a) 1 +1i: module V2, argument E, donc V2 ez,

— V3 +i:module/3+1 =2;cosf = ‘F et sin@ = % donc argument % et écriture 2e's.
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b) On divise les modules et on soustrait les arguments :

z= gei(%—%) - gei

=

1

N

— Donc |Z]| = g ~ 0,707 et arg (Z) = % (soit 15°).

— Application classique : cela permet d’obtenir cos % et sin % en repassant a la forme
algébrique.
Réponse. b) |Z| = g et arg(Z) = %

Correction de I’exercice 7 - Conjugué et inverse

— Conjugué : on change le signe de 'argument, le module ne change pas : Z = 5%,
1 -2z
5.

ge

— Inverse : on inverse le module et on change le signe de I’argument : z

— Opposé : —1 = e, donc —z = 5ei(F+7) = 5677,

— Contrdle : 20 4 p=20+50 _ 70 correct.
5 5 5
Réponse. 7 = 5e‘i2TH s = %e‘i%n ; —z=D5els,

Correction de 'exercice 8 - Formules d’Euler

a) Formules d’Euler du cours :

i0 -0 i _ —i0
e’ t+e sing=%8_=-¢€¢

cosf = 5 o

b) En multipliant les égalités précédentes :

— e+ e % =2cos6.

— e —e7% = 2jsiné.

— Démonstration : e?® = cos0 +isin6 et e = cosO — isinO (par parité du cosinus et

imparité du sinus). En ajoutant, les parties imaginaires s’annulent ; en soustrayant, ce
sont les parties réelles.

—i0

Réponse. b) 2cosH et 2isin6.
Correction de I'exercice 9 - Linéarisation

On part de la formule d’Euler et on éleve au carré.

ei@ + e—i9

5 , donc

— cosfO =

. AN 2

i0 —if . . . .

COSZQ _ (e +e ) _ e219 +2 ezee—ze + e—219
B 4 B 4

— Orel®e™ = g0 = 1, donc le numérateur vaut e?? + e 2 + 2,
— D’apres la question précédente, e?® + e =% = 2 cos (26).

2cos(20) + 2 _1+ cos (20)
4 2

cos?6 =

— Contrdle pour ® =0 : cos?0 =1 et 1+1 _ 1 Cohérent.

2
1 + cos(20)

Réponse. cos?0 = 5
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Correction de I’exercice 10 - Racines carrées d’un complexe

On cherche z = re® tel que r?e?? = 4e 3.

— Modules : r* = 4, donc r = 2 (le module est positif).

— Arguments : 20 = % + 2k, donc 6 = % + k1.

— Pourk=0:2; = 2e's. Pour k = 1 12y = 20l = -21.

— Les deux solutions sont opposées, ce qui est toujours le cas pour une équation z2? = a.

b i j 71
Réponse. z = 2e's ou z = 2e'5.

Correction de I’exercice 11 - Racines cubiques de l'unité

iX0 ot on cherche z = re® :

a)Onécritl =e
— Modules: *=1,doncr=1.

— Arguments : 30 = 2k, donc 8 = 2K pourk =0, 1, 2.

3
_ - o = _oim_ 1,3 a1 3
Solutions : zg =1, 2z, =e'3 = 2+12,22—es— 5~ i
: S A< T W Y < T D R P
b)Somme.1+< 2+12 +< 5 12>—1 1+ 0i=0.

— La somme est bien nulle : ¢’est une propriété générale des racines n-iemes de 1'unité
pour n = 2.

— Géométriquement, les trois points forment un triangle équilatéral inscrit dans le
cercle unité.

Réponse.a) 1 ; — Y= . b) somme nulle.

Correction de I’exercice 12 - Synthese : puissance et forme algébrique

_V2 V2, 1,1 _
a)2—7+71,d0nC|Z|— §+§—1
— cosfO = retsm@—g donc@—zetz—ezx.

. 81 ~
b) Moivre : 28 = et =7 =1.

20261 , .
2026 = @17, On réduit ’argument modulo 217 :

— 2026 _ 953,25, donc 2026 = 8 x 253 + 2, et 20207 — 50677 + I

2026

c)z

— Comme 506 = 253 X 21 est un multiple de 21, il reste z =els =

2026

— Controle : le module vaut 1 = 1, ce qui est bien le module de i.

Réponse. a) |z| = 1, arg (2) = % ‘b)) 28 =1-c) 22926 = |,
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