Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle) 1

Plaquette 2 - Module, argument et passage d’une forme a I’autre

Nombres complexes (forme trigonométrique
et exponentielle) — Terminale maths expertes

Corrections détaillées

Boite a outils

Définitions. Pour z # 0, écrire z sous forme trigonométrique ou exponentielle, c’est
écrire

z=r(cosO +isinf) =re®® avec r=|z|>0

Le réel 0 est un argument de 2z, noté arg (2) ; il est défini a 2m pres.

De la forme algébrique a la forme exponentielle. Pour z = a + ib non nul :
r=\a?+ b* cosf =4 sin9=%

Il faut les deux relations pour conclure : le cosinus seul laisse deux angles opposés
possibles.

Valeurs du cercle trigonométrique a connaitre par coeur.

I I I I
angle | O 6 4 3 5
cosinus | 1 E Q 1 0

2 2 2
sinus 0 1 Q E 1

2 2 2

Cas particuliers immédiats. Poura > 0 :
arg(a) =0 arg(-a)=n arg(ia) = % arg (—ia) = —%

Regles de calcul sur les arguments. Pour z et 2’ non nuls :
arg(zz') = argz + argz’ arg (%) =argz —argz arg (2") = nargz

arg(z) = —argz arg(—z) =argz + o
Toutes ces égalités s’entendent modulo 2.

Deux lectures utiles. Un complexe est réel si et seulement si son argument vaut 0

ou 11 ; il est imaginaire pur si et seulement si son argument vaut £ ou —Z.

2 2

- J

Correction de I'’exercice 1 - Module et argument, cas de base

— Meéthode : calculer r, puis identifier 6 par cos0 = % et sinf = % v

— Module de z; : V1 + 1% =2 v

— Cosinus:i=g/
2 2
—Sinus:L=Q/
2 2

— Angle reconnu : 6 =3 v

SIS

— Résultat :
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21| =V2 al"g(21)=%

— Modulede z,:/1+1 =/2 v

— Cosinus : —g, sinus : g v

— Lecture : cosinus négatif et sinus positif, I’angle est dans le deuxiéme quadrant v
— Angle : 60 = ?:L—H v

— Résultat :

|zol =V2  arg(zy) = ?jTH

— Cas de z;3 : c’est un imaginaire pur de partie imaginaire positive v
— Résultat : |z3| = 2 et arg (23) = % v

— Cas de 24 : c’est un réel négatif v

— Résultat : |z4] =5 etarg(zy) =o v

— Piege évité : |-5| = 5, un module n’est jamais négatif v

— Controle de 2, : 2, = =z, or arg(—27) = —% +mo= 34_17 v
Réponse. |z,| =12, argz; = § - |2;] =12, argz; = 34_17 |23l = 2, argzs = L - |z] = 5,

argz, = II.
Correction de I'exercice 2 - Un argument dans le troisieme quadrant

— Repérage : a = —/3 et b = —1, les deux sont négatifs v

— Anticipation : le point est dans le troisieme quadrant, I’argument sera entre —m et
o
iy
2

— Module ;J(—ﬁ)2+(—1)2 =/3+1 v
— Calcul : /4 =2 v

— Cosinus : _f v
— Sinus : _71 v
— Angle de référence : cos% = g et sin% = % v
— Les deux signes sont négatifs : on ajoute m a % ou on retranche m v
— Angle trouvé : 0 = - + % = —%7 v
— Vérification : cos (—%) = —g v
— Vérification : sin(—%’) = —% v
— Forme exponentielle :
z=2e7%
— Ecriture équivalente : % convient aussi, car %7 — 2o = —% v
o

— Erreur classique : ne regarder que le cosinus donnerait ===, dont le sinus est positif

6
v

— Conséquence de cette erreur : on obtiendrait —/3 +i au lieu de —/3 —i v
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Réponse. |2| =2, argz =

Controle final : 2(005( 5é7) + 1s1n(—%)) = 2<—g — %1> =—/3-iv

_oSm
6

;5.
etz=2e 1%,

Correction de I’exercice 3 - Quatre formes exponentielles

Réel positif : 3 a pour module 3 et pour argument 0 v
Forme exponentielle :

3=3e"
Réel négatif : —3 a pour module 3 et pour argument o v
Forme exponentielle :

-3 =3e"

Controle : 3(cosm+isinm) =3 x(-1)=-3 v
Imaginaire pur négatif : —4i a pour module 4 v
Argument : cos6 = 0 et sinf = —1, donc 0 = —% v
Forme exponentielle :

~4i=4e73
Derniercas:a=1etb=—-/3 v
Module : /1+3 =2 v
Cosinus : % v
Sinus : —g v

Quadrant : cosinus positif, sinus négatif, donc quatriéme quadrant v

Angle : 6 = —% v

Forme exponentielle :

1-i/3 =2e713

Contréle : 2<%—i§> —1-i/3 v

Remarque utile : 1 + i/3 = 2e'3, c’est le conjugué et 'argument est opposé v

Réponse. 3 =3e%, -3 =3e?, —4i=4e 2 et1-i/3 =2e73.

Correction de I’exercice 4 - Retour a la forme algébrique

Formule a appliquer :

re® = rcos@ + irsiné

Premier cas : cos% g et sin E = %
Calcul:2xg+2x%i/
Résultat :

266 =3 +i

Controle du module : /3+1 =2 v

s . _m\ V2 (_E):_Q
Deuxieme cas : COS( 4> 3 et sin 4 5 v
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3V2 _ 3/2.
L A

— Calcul :

— Résultat :

_ Troisie cos 2 — _1 gt gin 20 — V3
Troisieme cas : cos 3 5 et sin 3 5 v
— Calcul : 5 iz v
— Résultat :
se¥ = -3+ 303,

— Controle du module : 24—5 + % =25 =5 v
— Quatrieme cas : cosm=—-1etsinm=0 v
— Résultat :

el = —1

— Remarque : c’est I'identité d’Euler, souvent écrite e+ 1 =0 v

Réponse. /3 +1i, 3‘/_ -1, — 2 5‘/_1et 1.

Correction de l'exercice 5 - Produit et quotient sous forme exponentielle

— Regle du produit : les modules se multiplient, les arguments s’ajoutent v
— Formule :

rez@ X rezQ = rrrei(9+9’)

— Module du produit: 2 x3 =6 v

— Somme des arguments : % + % v
— ¢ £ i .4n 3o _ 7o,
Au méme dénominateur : 17 + 1 W

— Résultat :

— Regle du quotient : les modules se divisent, les arguments se soustraient v

— Module : % 4

 eers .4m _3m _ 1o
Différence des arguments : 12 " 12 — 12 v

— Résultat :

— Regle de la puissance (Moivre) : (reie)n =rein® »

— Module:2°=8 v

—Argument:Bx%=ﬂ/

— Résultat :
{=8e"=-8
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. iIn Z
Réponse. 2,2, = 6e'12,

2 2
2
Cube: (1+i/3) =1+2i/3-3=-2+2i/3 v
Puis : (-2 +2i/3)(1+1/3) = -2-2i/3 +2i/3 -6=-8 v
Cohérence : les deux méthodes donnent —8, et la seconde est trois fois plus longue v

1 2 i 3 i
~=%2¢e'12etzy =8e = -8.
Z: 3 1

Contréle : z; = 2<l + 1£> =1+i/3 v

Correction de l'’exercice 6 - Une grande puissance par Moivre

o,

Forme exponentielle de la base : |1 +i| =2 etarg(l +1i) = 1

Ecriture : 1 +i=/2 e'1 v
Formule de Moivre :

(rei9>n =N ein@

Module : (\/5)12 =20

Calcul : 64 v

Argument : 12 x % =3m v
Réduction modulo 21 : 3 —2n =1 v
Résultat :

1+i)'?=64e"=—64

Vérification par calcul direct : (1 + i)2 =2iv
Puissance 4 : (21')2 =—-4v

Puissance 8 : (—4)2 =16 v

Puissance 12 : 16 x (—4) v

Résultat : —64 v

Cohérence : les deux méthodes coincident v

Intérét de Moivre : pour (1 + 1')2026

2026
Application : module (ﬁ ) =2'% argument ZOiGH = 10%317 v

Réduction : 1013 =4 x 253 + 1, donc I'argument vaut % modulo 2m v

, le calcul direct serait impraticable v

2026 1013 .
=2 i

Résultat : (1 +1) v

Réponse. (1 +1)'* = 646" = —64.

Correction de l'’exercice 7 - Puissance d’'un complexe du troisieme quadrant

Module :J(—1)2+ (ﬁ)z =J1+3 v
Calcul : /4 =2 v

Cosinus : — = v

/3

v o

2

Quadrant : cosinus négatif, sinus positif, deuxieme quadrant v

2o,
3

N[~

Sinus :

Argument : 6 =
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_ Vérification : cos 2 = —1 ot sin 21 = V3
Vérification : cos 3 5 et sin 3 5 v
— Forme exponentielle :
—1+i/3 =2e%
— Moivre : module 29, argument 9 X ZTH v

— Module : 512 v

— Argument : 61 v

— Réduction modulo 217 : 611 = 3 X 21, donc I’argument vaut 0 v
— Conclusion : le résultat est un réel positif v

— Résultat :

9
(-1+i/3) =512
3 .
— Controle partiel : (—1 + iﬁ) =2%21=8 v
3
3
— Puis : ((—1 +iﬁ) ) =8>=512 v
— Cohérence : les deux chemins menent au méme résultat v

Réponse. (—1 + i\/§)9 =512.

Correction de I’exercice 8 - Argument d’un quotient

o,

— Numérateur : |1 +i/3 | = 2 et son argument vaut 3
— Forme exponentielle : 1 +i/3 =2e'3 v

— Dénominateur : |1 —i| = /2 et son argument vaut —% v

— Forme exponentielle : 1 —i=/2e 1 v

. 2
— Module du quotient : = =2 v
1 1)
— Argument du quotient : % - (—%) v
4o 3o _ 7o,

12 12 12
— Forme exponentielle :

— Somme :

Z =2 ¢T3
— Forme algébrique, par le conjugué : on multiplie haut et bas par 1 +i v
— Dénominateur: (1 -i)(1+i)=2 v
— Numérateur: (1+#/3)(1+i)=1+i+i/3 +i%3 v
— Simplification : 1 — /3 + (1 +\/§)i v

— Résultat :
2 2
2 2
— Controle du module : 1-J3 + M _4- 2/3 + 4+2/3 /
2 2 4 4
— Somme : % = 2, donc le module vaut 2 v

— Cohérence : conforme au calcul par les arguments v
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— Retombée classique : en identifiant les deux formes, on obtient cosZ—lzT = % v
Réponse. |Z| =2, argZ = % etz =1 _2‘/§ +1 +2‘/§ i
Correction de I’exercice 9 - Conjugué, inverse et opposé
— Conjugué : méme module, argument opposé v
— Résultat :
z=4e %
— Justification : cos0 +isinfO = cosf —isinf = cos(—0) +isin(—0) v
— Inverse : module inversé, argument opposé v
— Module : % v
— Résultat :
1 _ 1 -2z
z=7¢"
— Opposé : méme module, argument augmenté de v
— Calcul de I’'argument : Z?H +1= Z?H + 5?17 v
— Somme : 7?” v
— Résultat :
—z=4e%
— Ecriture équivalente : % —-2n= —3—511, donc —z =4e ¥ v
— Dernier cas : % a pour module % et pour argument I’opposé de —ZTH v
— Résultat :
1_1 %
z 4°°
. . 1oz ez,
Relation remarquable : > le, ici 16
21T
o s/ o . . 4 els — l j21
Vérification : 16 7€ v

— Cohérence : les deux méthodes donnent le méme résultat v

— A retenir : conjuguer et inverser donnent le méme argument ; seul le module change
v

. - _j2n _j2n 7 21
Réponse.zZ =4e ’5,%= e'5, —z=4¢e'5 et%= e's.

N

Correction de I’exercice 10 - Une équation de degré 3 par les arguments

— Méthode : on cherche z sous forme exponentielle re® avec r> 0 v

— Membre de gauche : 23 = r3e3? v

— Membre de droite : 8 = 8e° v

— Egalité des modules : =8, doncr=2 v

— Justification : r est un réel positif, la racine cubique réelle est unique v
— Egalité des arguments, modulo 217 : 36 = 0 + 2k avec k entier v

— Donc : 9=—2§H v
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— Valeurs distinctes : k = 0, k = 1, k = 2 donnent trois angles, les suivants se répetent

v
— Premier angle : 6 =0,doncz=2 v

— Deuxieme angle : 6 = 2?17 v

— Forme algébrique : 2<—% + 1g> =-1+i/3 v
— Troisiéme angle : 0 = 2, équivalent a _2?17 v
— Forme algébrique : 2<—% - 1g> =-1-i3 v

— Ensemble des solutions :
S = <2;—1+i\/§;—1—i\/§>

— Controle par la factorisation : 22-8=(2-2) (z2 +2z+ 4) v
— Discriminant du facteur: 4 — 16 = —12, donc /12 = 2/3 v
-2 1221'5 = —1+if3 v

— Racines :

— Cohérence : les deux méthodes donnent les mémes trois solutions v

— Observation géométrique : les trois points forment un triangle équilatéral inscrit
dans le cercle de rayon 2 v

Réponse. S = <2;—1 +i/3;-1- iJ§>.
Correction de I’exercice 11 - Racines carrées d’un complexe

— Forme exponentielle du second membre : module 1 +3 =2 v

— Argument : cos0 = % et sinf = ‘/_ , donc 6 = 3

— Ecriture : 1 +i/3 =2e'3 v

— Onpose:z=re“avecr>0 v

— Equation sur les modules : r2=2,doncr=\J2 v
— Equation sur les arguments : 2a = £ + 2k v

3
— Donc:a=%+k1:r/
— Deux valeurs distinctes : a = % eta = %+1‘1 = %T v

— Solutions sous forme exponentielle :

21=J§ei% 22=ﬁei%=—zl
— Forme algébrique de z; : \/§<E + li> v

2 2
Calcul : g + gi v

— Résultat :
_f6 V2, __ /6 2,
=T 2 2 2
— Vérification : partie réelle du carré = % - % =1v
— Partie imaginaire du carré : 2 g X g = —“122 v
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— Simplification : @ =J/3 v

— Cohérence : on retrouve 1 + i3 v

— A retenir : un complexe non nul a exactement deux racines carrées, opposées l'une
de l'autre v

£.4)

Réponse. z = +/2 e'6, soit z = + <— + Y2

Correction de I’exercice 12 - cos(30) par la formule de Moivre

— Formule de Moivre : (cos0 + isin t9)3 = cos(30) +isin(30) v
— Autre chemin : développer directement le cube v

— Identité utilisée : (a + b)® = a® + 3a®b + 3ab* + b> v

— Ici:a=cosOetb=isinf v

— Premier terme : cos6 v

— Deuxiéme terme : 3cos?0 x isin6 = 3icos?0sinf v

— Troisiéme terme : 3cos6 X i°sin’0 = —3 cosOsin’6 v

— Quatrieme terme : i’sin®0 = —isin®0Q v

— Partie réelle du développement : cos36 — 3 cos0sin’0 v
— Identification avec Moivre : deux complexes égaux ont méme partie réelle v
— Egalité obtenue :

cos (30) = cos30 — 3 cosOsin’0
— On remplace : sin“6 = 1 — cos?6 v
— Substitution : cos30 — 3 cos@(l — cos? 6) v
— Développement : cos36 — 3cos6 + 3cos36 v
— Résultat :

cos (30) = 4cos30 — 3cosH

— Controleen9=0:cos0=1,et4-3=1 v

— Controle en 6 = % ccosm=—1v

3
 Véri SO - 1\ _ 1_1_3__
Ver1ﬁcat10n.4x(2> 3><2 575 1v

— Bonus, par la partie imaginaire : sin (30) = 3sinf6 — 4 sin®@ v

Réponse. En identifiant les parties réelles de (cos6 + isin 9)3 et de cos (30) + isin (36),
puis en remplacant sin®0 par 1 — cos26 : cos(30) = 4 cos36 — 3 cos 6.

Correction de l'exercice 13 - Linéariser cos30

— Point de départ : cos(30) = 4cos30 —3cosO v
— On isole le cube : 4co0s36 = cos(30) + 3cosO v
— On divise par 4 :

3 cosO + cos(360)
4

cos30 =

— Vocabulaire : cette opération s’appelle une linéarisation v

— Définition : on remplace une puissance de cos par une somme de cosinus d’angles
multiples v

— Controle en 6 = 0 : membre de gauche 1 v

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 2 - Nombres complexes (forme trigonométrique et exponentielle) 10
— Membre de droite : 3 Z 11
— Controle en 0 = f : membre de gauche 0 v
0 + cos ( 32”)
— Membre de droite : i =0v
— Utilité en analyse : une primitive de cos36 n’est pas immédiate v
— Alors qu’une somme de cosinus s’integre terme a terme v
— Primitive :
3 _ 3sin@ , sin(30)
fcos 0do = 1t 1o +C

_ Vérification par dérivation : la dérivée vaut 5 CZS 6,3 00152(39) v
— Simplification : 3CZSQ + cosiSO) v
— Cohérence : c’est bien cos®6 v
— Autre usage : en physique des signaux, la linéarisation fait apparaitre les

harmoniques — ici ’harmonique de rang 3 v
Réponse. cos30 = 3cosb ZCOS (30) : sous cette forme, 1’expression s’inteégre terme a
terme, ce qu'une puissance ne permet pas.
Correction de I’exercice 14 - Transformer a cos x + b sin x
— a) Méthode : on part du membre de droite, plus facile a développer v
— Formule d’addition : cos(a — b) = cosacosb + sinasinb v
— Développement : 2 cos (x - %) =2 (cosxcos % + sinxsin%) v

Valeurs : cos 6 2 6 5
— Substitution : 2 <g cosx + L sm > v
— Simplification : /3 cosx + sinx v
— Egalité démontrée v
— D’ou viennent 2 et % : 2 est le module de V3 +1i, et % son argument v
— Regle générale : acosx + bsinx = rcos(x — @) avec r = Ja? + b? et @ =arg(a+ib) v
— b) L’équation devient : 2 cos (x - %) =1v
— On divise par 2 : cos(x—%) = % v
— Equation de référence : cosu = cos% v
— Solutions : u = % +2kmouu = —% + 2km v
— Premiercas:x—%+%+2kn—%+2kﬂf
_ = _II =_1II v

Second cas : x = 6”3 Oy 2km= 6 + 2km

— Ensemble des solutions :

s=<g+2kn;—%+2kn,kez>

— Vériﬁcationpourx=%:J§x0+1 =1v
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—Vériﬁcationpourx=—%:ﬁxg—l=§—l=l v

— Intéreét de la méthode : sans la transformation, 1’équation méle cos et sin et n’est pas
résoluble directement v

Réponse. a) démontré par la formule d’addition - b) S = <% + 2KkiT; —% +2km, k € Z>.

Correction de I’exercice 15 - Amplitude et déphasage d’un signal

— a) Outil : acos(wt) + bsin (wt) = Uy cos (wt — @) avec Uy = Ja? + b? et
@ =arg(a+ib) v

— Repérage :a=5etb=5/3 v

— Complexe associé : 5 + 5i/3 v

— Module : /25 + 75 =100 v

— Amplitude :
Upax = 10V
— Cosinus de 'argument : % = % v
— Sinus de 'argument : 51—‘5 = g v
— Angle : ¢ = % v

— Ecriture obtenue :

u(t) = 10 cos (wt - %)

— Vérification : 10(005 wt cos% + sinwt sin%) = 5coswt + 5/3 sinwt v

— b) Amplitude : 10V, soit le double du coefficient de cos seul v

— Déphasage : ¢ = % soit 60° v
— Interprétation : le maximum est atteint quand wt — % =

sur cos (wt) v

0, donc aprest =0 v

I

— Conclusion : la tension est en retard de 3

— c¢) Condition de maximum : wt — % = 0 pour le premier instant positif v
— Equation : 100t = % v
— On divise parm: 100t = % v
— Ré =1
Reésultat : t 300 S v
— Valeur décimale : t = 0,00333 s, soit environ 3 ms v
— Controle de cohérence : la période vaut T = ZUH = 1%% =0,02s v
— Comparaison : ?}W = % ce qui correspond bien a un sixiéme de tour, soit %—" = % v
Réponse. a) u(t) = 10cos (wt — %) ‘b)) Upax=10Vetp= % : la tension est en retard de
O.ye=_1 ~
3 c)t 300 3 ms.
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