Chapitre 10 - Calcul intégral 1

Plaquette 2 - Propriétés : linéarité, Chasles, moyenne

Calcul intégral — Terminale spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Soit fet g continues sur un intervalle I, a, b, c dans I et A, u réels.
Linéarité :
b b b
fa(Af+ ng) =Afaf+ ufag
Relation de Chasles :
@ b c a b a
Jar=to+tyr Jor==Jup Jur=o0
crs ey s . . b ) b b

Positivité et croissance (poura<b) :sif=Osurla;b], [ f=0;sif=<g, [ ,f=/[,g

Inégalité de la moyenne : sim < f < M sur [a; b], alors m(b — a) < fsfs M(b — a).

Valeur moyenne de fsur [a;b] (a <Db) :

__1
n=p1 [ foodx

C’est la hauteur du rectangle de base [a; b] qui a la méme aire que le domaine sous la
courbe.

4 . . . a a . . . a
Symétries : si f est paire, [__f=2 [ f; sifest impaire, [_ f=0.

AN J

Correction de I'exercice 1 - Utiliser la linéarité
On applique la linéarité de 'intégrale :
b b b
J.or+ng=2f r+nf g

a)2x3-3x(-1)=6+3=09.
b) f(Z)f+ f(z)4dx =344 x 2 =11 ('intégrale d’une constante k sur [a; b] vaut k(b — a)).

2
2
c)3+f(2)xdx=3+[x7] =3+2=5
0

— Piege en b) : écrire 3 + 4 = 7 en oubliant que la constante 4 s’integre sur un
intervalle de longueur 2.

Réponse. a) 9-b) 11 -¢c) 5.
Correction de I'exercice 2 - Utiliser la relation de Chasles

Relation de Chasles :
5

2 5
Jor=Jlor+ 1.5

a)7=f(2)f+4, doncf(z)f=3.

, 0 5
b) Echanger les bornes change le signe : f5f= - f0f= -7.
c) Bornes égales : l'intégrale est nulle.
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Chapitre 10 - Calcul intégral

— Image : I'intégrale « compte » I’aire dans le sens de parcours ; aller de 5 a 0, c’est
parcourir a ’envers, d’ou le signe moins.

— Controle : 3+4 =7 v
Réponse. a) 3-b) =7 -¢c) 0.

Correction de I’exercice 3 - Une fonction définie par morceaux

a) A gauche, 1> =1; adroite, 2 — 1 = 1 : les deux morceaux se raccordent, f est continue
en 1.

b) On découpe avec la relation de Chasles au point de raccord :
1

Jip=Joxtax+ [ @ —xdx

Wl

1
too | X3 _
—fox dx—|:3:|0—

2 2 2 1 1
— f1 2—-x)dx = [2)( - %] =4-2)- (2 - 5) =5 (c’est un triangle de base 1 et de
1
hauteur 1).
2
=1,1_5
Jor=%+3=2%

2
Réponse. f0f= %

Correction de I'exercice 4 - Valeur absolue et Chasles

On supprime la valeur absolue en séparant les cas :
— sur[0;1], x—1=<0,donc |x—1|=1-x;
— sur[1;3], |x—=1|=x-1.

Relation de Chasles :

[ox=1lax= [, =xdx+ [, x—1)dx

1i0-5
Total : 5 + 2 5
— Controle géométrique : deux triangles d’aires 1 >2< 1 ot 2 >2< 2,
Réponse. %

Correction de I’exercice 5 - Une intégrale nulle

3
a) Avec la primitive X? —X:

Footann (§-2)- (Fe1)4-5 -0

b) Non : la fonction est négative sur [—1; 1] et positive sur [1; 2].
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Chapitre 10 - Calcul intégral 3

— L’intégrale compte positivement 1'aire au-dessus de 1’'axe ([1; 2]) et négativement
l'aire en dessous ([—1;1]).
. . 4 ! 2_1\_ _4 _ 4
— Ici les deux aires valent - chacune : Joi(¢-1)= 3 et f (x*-1) = 5- Elles se
compensent.

— A retenir : une intégrale nulle ne signifie pas une fonction nulle, ni une aire nulle.

Réponse. a) 0 - b) non : les aires au-dessus et en dessous de I’axe se compensent (%

chacune).
Correction de l'exercice 6 - Comparer sans calculer

. , . 2 .
a) Pour x € [0; 1] : x?> = x x x < x. L’exponentielle étant croissante, eX < e*. Par ailleurs
2
x> =0, donceX = 1.

b) On intégre I'’encadrement 1 < eX’ < eXsur [0; 1] (croissance de l'intégrale) :
1 1
foldststexdx

— 1=<I=<[eg=e—-1=1,718.
— Valeur réelle : I = 1,463 v
— Méthode : comparer la fonction a des fonctions dont on connait une primitive, puis
intégrer 'inégalité.
Réponse. 1 =T <se—1.
Correction de l’exercice 7 - Valeur moyenne du sinus
a) Par définition de la valeur moyenne :
IT
= ﬁfosinxdx = %[—cosx]g = %(1 +1)= % ~ 0,637
b) Le rectangle de base [0; ] et de hauteur % a la méme aire (2 u.a.) que le domaine

sous l’arche de sinus.

— La droite pointillée y = % coupe l'arche : les parties de I’arche au-dessus de la droite

compensent exactement les « creux » sous la droite.
— Physique : c’est pour cela qu'un courant sinusoidal redressé a une intensité moyenne
égale a % =~ 64 % de son intensité maximale.

Réponse. 1 = 2 = 0,637.

Correction de l’exercice 8 - Température moyenne

On applique la définition, avec b —a =12 :
1 18 1 18 18 . H(t 6)
=1, T(t)dt—ﬁ<f6 15dt+5 [ sin( 552

18

— [ 15dt =15 x 12 = 180.

— Une primitive de sin (H(t12 )> est —% CoS (%) ; entre 6 et 18, 'angle va de 0 a
I :

24

— féSSin(---)dt = —%(cosu— cos0) = <=,
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Chapitre 10 - Calcul intégral

Donc p = (180 +120) =15+ 10 ~ 152 °c.

— Cohérence : entre le minimum (15 °C) et le maximum (20 °C a midi) v

Réponse. 1 = 15 + 10 =~ 18,2 °C.
Correction de l’exercice 9 - L’inégalité de la moyenne

a) Pour x €[0;1]1: 0 <x%?=<1, donc 1 <1+ x? <2 et, par passage a I'inverse (qui
renverse ’ordre des nombres positifs),

1.1

27 14x2
b) Inégalité de la moyenne sur un intervalle de longueur 1 :

—%xlsIslxl,soit%sIsl.

1
1+x

— Interprétation : la valeur moyenne de la fonction sur [0; 1] est comprise entre son

minimum 1 et son maximum 1.

2

Réponse. % =sI=<1.

— Valeur réelle : [ = % =~ 0,785 (la primitive de n’est pas au programme).

2

Correction de l’exercice 10 - Parité et intégrale

Symétries : pour fimpaire, fiaf= 0 ; pour f paire,

Jor=2ff

a) f(x) = xcos x vérifie f(—x) = (—x) cos (—x) = —xcosx = —f(x) : f est impaire, donc
I'intégrale est nulle.

1 1
b) Par linéarité : [ _ x3dx+ [_, x?dx.

— x3 est impaire : sa contribution est nulle.

1

— x% est paire : 2 [, x?dx = %
.2

Total : 3

— Graphiquement : pour une fonction impaire, les aires de part et d’autre de 1’origine
sont égales et de signes opposés.

Réponse. a) 0 - b) %

Correction de I’exercice 11 - Une valeur absolue trigonométrique

a) Calcul :

I
focosxdx = [sinx][g=0-0=0

b) Le cosinus est positif sur [0 ; %} et négatif sur [% ; H:|. Par Chasles :

m/2 o
— fo/ cosxdx = [sinx]O/2 =1;
— [}, (=cosx)dx = —[sinx]%,, = —(0— 1) = 1.

II
Total : [,|cosx|dx = 2.
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Chapitre 10 - Calcul intégral 5

— Interprétation : a) donne l'aire algébrique (les deux arches se compensent) ; b)
donne l'aire géométrique totale, 2 u.a.

Réponse. a) 0 - b) 2.
Correction de I’exercice 12 - Une suite d’intégrales

a) Par linéarité :

Xl —xn X'x—-1)
Ins1= f 1+x f 14 x dx

Sur[0;1]:x"=0,x—1=0et1+x>0;lafonction intégrée est négative, donc
I,.1—1I,=<0:lasuite est décroissante.

b) Sur[0;1],1+x=1,donc 0 = 1>f|’-1x =< x". En intégrant :

1 1
— OsInsfox"dx=n+1.
1

=1 0 ; par le théoreme des gendarmes, I,, — 0.

— Meéthode : on ne calcule jamais I,, ; on I’étudie par comparaison avec une intégrale
connue.

1

T donc I,, = 0.

Réponse. (I,) décroissante, 0 =1, <

Correction de l'exercice 13 - Vitesse moyenne
a) Distance : intégrale de la vitesse (positive) :
4 4
d=[,et+Ddt=[*+t] =16+4=20m

b) Vitesse moyenne :

4
—u= 41T0f0v(t) dt = 24—0 = 5 m/s — c’est bien « distance divisée par durée ».

— v(t)=5e2t+1=5<t=2:lavitesse moyenne est atteinte a mi-parcours (en
temps), ce qui est propre aux vitesses affines.

— Théoreme : une fonction continue atteint toujours sa valeur moyenne sur un segment
(conséquence du TVI).

Réponse. a) 20 m - b) 5 m/s, atteinteent = 2 s.
Correction de I'’exercice 14 - Retrouver une intégrale inconnue
1 1 Y . 7 . 7
Onpose A = [ fet B = [,g, et on utilise la linéarité :
1 1 1
JoF+20=A+[ 2xdx=a+[x*] =A+1
— A+1=05,donc A =4.

— Deuxieme égalité : 3A — B =10, soit 12—-B =10et B = 2.

— Idée : la linéarité transforme les égalités entre intégrales en un systéme d’équations
dont les inconnues sont les intégrales elles-mémes.

1 1
— Controle : avec f= 4 et g = 2 (constantes), on a bien f0(4 +2x)=5et f0(12 -2)=10
v

Réponse. f(l)f=4etf(1)g=2.
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Chapitre 10 - Calcul intégral

Correction de I’exercice 15 - Remplissage a débit variable
a) Le volume est l'intégrale du débit ; on découpe avec la relation de Chasles :

5 20 5
v=J,2tde+ [, 10de=[¢"] +10x15=25+150 =175 L
— Géomeétriquement : un triangle (5><2J = 25) et un rectangle (15 x 10 = 150).
b) Débit moyen :

1 _ 175 _ :
20 f() d(t) dt = 20 8,75 L/mln.

— Remarque : ce n’est pas la moyenne des débits 0 et 10 ; la valeur moyenne tient
compte du temps passé a chaque débit.

Réponse. a) 175 L - b) 8,75 L/min.
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