Chapitre 5 - Compléments sur la dérivation

Plaquette 1 - Dérivée d’une fonction composée

Compléments sur la dérivation — Terminale spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Dérivée d’une composée. Si u est dérivable sur I et g dérivable sur un intervalle
contenant u(I), alors g - u est dérivable sur I et

(geu) =u x(g'ou) soit [gux)] =u(x)g (ux))
Cas d’une fonction affine a l'intérieur : [g(ax + b)]' = ag'(ax + b).

Formules a connaitre (u dérivable, avec les conditions indiquées) :

Fonction Dérivée | Condition
u" (nentier=1) | nuu""!
% _ui u=0
u (nentier < —-1) | nuu"! uz0
Ju u u>0
2Ju
et u et
cosu —u’'sinu
sinu u'cosu
uv-— uv"

Rappels : (uv) = u'v+uv et (%) = i}
v

Erreur n°1 : oublier le facteur u” — par exemple écrire |:(3X + 1)4}' =4(3x + 1)3 au
lieu de 12(3x + 1)°.

AN

Correction de I’exercice 1 - Repérer la structure

On cherche l'opération faite en premier (c’est u, la fonction intérieure), puis celle
appliquée au résultat (c’est g, la fonction extérieure) : h(x) = g(u(x)).

a)uix) = 3x2+1 et gX) = JX.
b) u(x) = —x? et g(X) = e*X.
c) u(x) = 2x — 5 et g(X) = X™.
d) u(x) = 3x et g(X) = cosX.
La formule de dérivation s’écrira ensuite
h'(x) = u'(x) x g'(u(x))
— Astuce : imaginer le calcul a la calculatrice. Pour h;(2), on calcule d’abord
3x4+41=13(cest u), puis /13 (c’est g).
— Piége : I'ordre compte. V3x% + 1 n’est pas 3WX):+ 1.

Réponse. a) u=3x2+1,gX)=VX -b)u=—-x% g=exp-c)u=2x-5,g=X"-d) u=3x,

g = Cos.
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Chapitre 5 - Compléments sur la dérivation

Correction de l’exercice 2 - Une fonction affine a l'intérieur

Quand la fonction intérieure est affine, u(x) = ax + b, la formule devient
[glax + b)]’ = ag'(ax + b)

a)a=3etexp =exp:f(x)=3e>2

b) a = 4 et la dérivée de yX est —L_ :
) X
, 1 2
x) =4 %X =
g0 2/4x+1 Jax+1

c) a = =5 et la dérivée de X° est 3X% : h'(x) = =5 x 3(2 — 5x)® = —15(2 — 5x)°.

— Controle du signe en c¢) : h'(x) = 0, cohérent avec le fait que 2 — 5x décroit, donc
son cube aussi.

Réponse. a) 3e>*~2 - b) 2 .¢) =152 -5%)%
Vax + 1

Correction de l’exercice 3 - Puissances d’un polynome

On applique
1

w" =nuu™"
Aux)=x*+1,u(x)=2x,n=3:
f(x) =3 x2x X (x2 + 1)2 = 6x(x2 + 1)2
b)ux)=1-x3, u(x)=-3x3,n=4:

g =4x(=3x*)x(1- x3)3 = —12:2(1 - X3)3

3
— Pourquoi ne pas développer : (x2 + 1) développé donne x5 + 3x* + 3x% + 1, de

2
dérivée 6x° + 12x3 + 6x = 6x (x2 + 1) — méme résultat, mais la forme factorisée
donne directement le signe : f(x) a le signe de x.

2 3
Réponse. a) 6x(x2 + 1) - b) —12x2(1 - x3) )
Correction de l’exercice 4 - Une puissance négative
a) Avec u(x) = x2 + 1 (qui ne s’annule pas), u'(x) = 2xetn = =2 :

-3
fO0=-2x2xx (x*+1)  =-—2X _
(x2 + 1)
2

b) Avec v(x) = (x*+1)", onavi(x) =2 x 2x(x* + 1) = 4x(x* + 1), donc

4x(x2+ 1) B Ax

Fx) = — I S
(2 +1)" (x*+1)’

Les deux méthodes concordent.
c) Le dénominateur est strictement positif : f(x) a le signe de —4x.

— fest croissante sur ] — «; 0] et décroissante sur [0; + [ ;
— maximum f(0) = 1.
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Chapitre 5 - Compléments sur la dérivation 3

4x

( . )3 ; maximum 1 en O.
x“+1

Réponse. f(x) = —

Correction de I'exercice 5 - La racine d’un trinome

a) Le trindme x? + 2x + 5 a pour discriminant A = 4 — 20 = —16 < 0 : il est toujours
strictement positif (du signe de a = 1). La racine est donc définie et dérivable sur R (la
racine carrée n’est pas dérivable en 0, mais le trinOme ne s’annule jamais).

b) Avec u(x) = x>+ 2x+5et u'(x) = 2x + 2 :

, i 2X + 2 x+1
Vu) =34 f(x) = =
2Ju Wx2+2x+5 x24+2x+5

— Le dénominateur est positif : f(x) a le signe de x + 1.

— fest décroissante sur ] — «; —1] et croissante sur [—1; +o[.

— Minimum : f(-1)=J1-2+4+5 =/4 = 2.

— Remarque : /u a les mémes variations que u (la racine est croissante) ; le trinome a
bien son minimum en —1.

x+1

VX2 +2x+5

Correction de 1’exercice 6 - Trois exponentielles composées

Réponse. f(x) = ; minimum 2 en x = —1.

On applique
(e¥Y)Y =u'e"

a) u(x) = —x2, U'(x) = =2x : f(x) = —2xe~X.

b) u(x) = &, u'(x) = —% . g(x) = —%e”".
- o) = L) = €5

c) ulx) =Vx, u'(x) 2K : h'(x) 2K

Signes (une exponentielle est toujours strictement positive) :

— f(x) ale signe de —x : f croit puis décroit, maximum f(0) = 1 (la « courbe en cloche ») ;
— g'(x) < 0: g est décroissante ;

— h’(x) > 0 : h est croissante.

— Point a retenir : e" a toujours le méme sens de variation que u.

e1/>< eﬁ

A _X2 . — .
Reéponse. a) —2xe b) 2 c) 2K

Correction de l’exercice 7 - Produit et composée

—2X

a)f=uvavecu(x)=x, ux)=1,etv(x) =e ™ v(x) = —2e (composée avec une

fonction affine).
fx)=uv+uv =e ¥+ xx (—2e‘2") =(1-2x)e %

b) e™2* > 0, donc f(x) a le signe de 1 — 2x, positif pour x < %
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X —o00 % +
fx) + 0 -
f croissante % décroissante
_ i N S W AP B
Maximum : f(2> 5 e 56 0,184.
— Réflexe : factoriser par 1’exponentielle, qui est toujours positive, pour lire le signe.
Réponse. f(x) = (1 — 2x)e™?*; maximum 21_e en x = %

Correction de I’exercice 8 - Quotient et composée

a) f=Yavecu(x) = e*, u'(x) =2e*, etv(x) =x+ 1, v(x) = 1.

f = Wy—u 26 (x+1) —e®™ _e?*(2x+2-1) _ 2x+1)e*
v (x +1)° (x+1)° (x+1)°

b)Sur]—1; 40, e2">0et(x+1)2>0:f(x)alesignede2x+1.

— fest décroissante sur }—1 ; —%} ;
— fest croissante sur [—%; +oo|: ;

_1
— minimum f(—%) - _2.0,736.

— Meéthode : on met e?* en facteur au numérateur avant de conclure.

Réponse. Décroissante sur ]—1 ; —l} croissante ensuite ; minimum 2

2 e
Correction de l'exercice 9 - Tangente a une courbe racine

a)Avecu(x)=2x+1,u(x)=2:

_ v _ 2 _ 1
A A Y i e Y e

b) Equation de la tangente ena =4 :y = f(a)(x — a) + fla).

— fl4)=V9 =3;
— f4) = % -1
Ty=1(x-4)+3=3x+3
— Tracé : T passe par A(4; 3) et par (—1;%) (car _% +% = %).
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% + % = 3 v/ ; la pente % est bien celle de la courbe en A.

— La courbe est sous sa tangente : elle « s’aplatit » (fonction concave).

1 1 5
—; Tiy==x+
V2x + 1 Y

— Controle : en x =4,

Réponse. f(x) =

37 3

y 4
4
3
2 4
-
[

Y

4 | 1 2 3 4 5 6 7

Tangente Ten A(4 ; 3) : y = x/3 + 5/3

Correction de I’exercice 10 - Variations d’une exponentielle de trinome

a) Avec u(x) = x?> —4x, U(x) =2x — 4 :
FOO) = U (x)e'™ = 2x — 4) eX’ ~ %

b) L’exponentielle est strictement positive : f(x) a le signe de 2x — 4.

— fest décroissante sur ] — «; 2] et croissante sur [2; +].
— Minimum : f(2) =e*"8=e"%%0,018.

c)eX "™ =1=e0ox2—4x=0ox(x—4) = 0 ('exponentielle est strictement croissante,
donc injective).

— Solutions : x = 0 ou x = 4.

— Remarque : f et u ont les mémes variations — le minimum de la parabole x? — 4x est
aussi en x = 2.

Réponse. f(x) = 2x — 4)eX "% ; minimum e % en 2; fix) =1 = x € {0;4}.

y

0,5

Y

1 2 3 4 X
Courbe de f: minimum e~ (—4)enx =2, f(0) = f(4) = 1
Correction de I’exercice 11 - Un cosinus composé
a) Avec u(x) = 2x + % uUx)=2:
(cosu) = —u'sinu  f(x) = -2 sin(2x+%)

b) Valeurs :
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_ = o_1.
f(0) = cos 35
— f(0) = —ZSin% = -2 X g = —/3.
Tangente : y = f(0)(x — 0) + f(0), soit
y=—-/3x+ %
— Piege : le facteur 2 vient de u’ ; sans lui, on trouverait une pente de —g, deux fois

trop faible.

— Interprétation : f oscille deux fois plus vite que cos x ; ses pentes sont donc deux fois
plus fortes.

Réponse. f(x) = —2sin (2x + E) ; tangente y = —/3 x +

1
3 2°

Correction de I’exercice 12 - Charge d’un condensateur

a) La dérivée de e~ 2! est —2e~%! (composée avec u(t) = —2t) :
i(t) = q(t) =2x (0—(—2e7%)) =47

— i(0) = 4e® = 4 mA : le courant est maximal au démarrage.

b) i(t) = q'(t) > 0 : la charge est strictement croissante.

— En +», e - 0, donc q(t) » 2 mC.

Interprétation : le condensateur se charge de plus en plus lentement (I'intensité 4e 2
décroit vers 0) et tend vers sa charge maximale de 2 mC.

— Ordre de grandeur : q(2) = 2(1 - e‘4) =~ 1,96 mC, soit 98 % de la charge finale en 2
S.

Réponse. i(t) = 4e~?, i(0) = 4 mA ; q croit vers 2 mC.
Correction de l'exercice 13 - Corriger deux erreurs

L’erreur commune est ’oubli du facteur u’, la dérivée de la fonction intérieure. La
formule complete est :

[g(u(x))] =u'(x) X g’ (u(x))
— Premiere dérivée : u(x) =3x+ 1, u'(x) = 3, d’ou

[(3x + 1)4}' =3x43x+1)°=123x+1)°

— Seconde dérivée : u(x) = x2, u'(x) = 2x, d’ou [e"z}’ = 2xe*.

(1,003)* — 1

0,001~ 1205

Vérification de la premiere en x = 0 par un taux d’accroissement :
proche de 12 et non de 4 v

— Conseil : écrire systématiquement u et u” a part, sur une ligne, avant d’appliquer la
formule.

Réponse. 12(3x + 1)3 et 2xe* : le facteur u’ manquait.
Correction de l'exercice 14 - Racine d’une exponentielle

a) Deux compositions s’emboitent. On pose u(x) =1 + e?X (strictement positif), avec
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U(x) = 2e%
s . s 2X 2X : [ u, .
(la dérivée de e“* est 2e<¥). Puis, avec (Ju)’ = T

2x 2x
fo)=—28=_-__¢
W1 +e> 1 +eX

— Numérateur et dénominateur sont strictement positifs : f(x) > 0, f est strictement
croissante sur R.

b) En —», e = 0, donc 1 + e?* = 1 et, par composition, f(x) =1 = 1.

— La droite y = 1 est asymptote horizontale en —« ; et f(x) > 1 pour tout x.

— Meéthode : on dérive de I’extérieur vers l'intérieur, en multipliant les dérivées
successives.

, 2Xx
Réponse. f(x) = —&—— >0; lim_,f=1.

J1 + e

Correction de I'’exercice 15 - Composée donnée par des valeurs

On applique la formule de dérivation d’'une composée en un point :
(g°w(a) =u(a) x g'(ula))
a) u(l) = 2, donc
(geuy(1)=u(1)xg(2)=3x(-1)=-3

— Piege : il faut g’ évalué en u(1) = 2, pas en 1. Ecrire 3 x g'(1) = 12 serait faux.
b) Ici la fonction intérieure est x ~ x2, de dérivée 2x :
— 00 =2xg'(x*);
— f(1)=2x1xg(1)=2%x4=28.
— Conséquence : si g est croissante (g° > 0), alors f(x) = g(xz) a le signe de 2x pour

dérivée : f décroit sur ] — «; 0] et croit sur [0; + .
Réponse. a) —=3 - b) f(x) = 2xg’(x2), f(1) = 8.
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