Chapitre 12 - Droites et plans dans I'espace

Plaquette 5 - Problemes de syntheése : représentations
parameétriques, intersections et distances

Droites et plans dans I’espace — Terminale spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Représentation paramétrique d’une droite passant par A(x4;y,;za4) de vecteur
directeur d(a; b;c) :

X =Xy +at
y=y,+bt teR
Z2=2zp+ct

Représentation paramétrique d’un plan passant par A et dirigé par U, V non
colinéaires :

X =Xy, +at+at

y=y,+bt+bt  (tt)€eR?

Z2=2zZp+ct+ct

Equation cartésienne d’un plan de vecteur normal i(a; b;c) :
ax+by+cz+d=0

Positions relatives.

— Droite et plan : on substitue la paramétrisation dans 1’équation du plan. Une
solution unique en t — droite sécante ; aucune solution — droite strictement
parallele ; une infinité — droite contenue dans le plan.

— Deux plans : normaux colinéaires — paralleles (confondus si les équations sont
proportionnelles) ; sinon sécants suivant une droite.

— Deux droites : directeurs colinéaires — paralleles ; sinon on résout le systéeme —
solution — sécantes (donc coplanaires), pas de solution — non coplanaires.
Distances.
|axy + by, + czy + d|
2
Va? + b” + c?

Angle de deux plans : c’est I’angle aigu de leurs vecteurs normaux,
|71y - 1o

72 1172

d(M,P) =

d(M, D) = |HM| avec AH = %ﬁ
u

cosf =

AN

Correction de I’exercice 1 - Représentation paramétrique d’une droite

— Vecteur directeur : AB(3; —-2; —2).
— Représentation paramétrique :

x=1+43t
y=2-2t teR
z=3-2t

— Test de C : la premiere équation donne 7 = 1 + 3t, donc t = 2.
— Vérificationsury:2 -2x2=-2v
— Vérificationsurz:3-2x2=-1v
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Chapitre 12 - Droites et plans dans I'espace 2

— Conclusion : C appartient a (AB), pourt = 2.

— Controle vectoriel : AC(6; —4; —4) = 2AB v — les vecteurs sont bien colinéaires.

— Meéthode : toujours trouver t avec une équation, puis controler sur les deux autres.
Une seule discordance suffit a exclure le point.

Réponse. x =1+ 3t, y=2 — 2t, z = 3 — 2t ; C appartient a la droite (t = 2).
Correction de I’exercice 2 - De la paramétrique a la cartésienne

— Point et directeurs : A(1;0;2),u(1;1;2)etv(1;-1;0).

— Vecteur normal 7i(a; b; ¢) orthogonal aux deux :

— Tn-U=a+b+2c=0etni-Vv=a—-b =0, donc b =a.

— Enreportant : 2a+2c=0,doncc = —a.Aveca=1:7(1;1;-1).

— Equation: x+y—-2z+d=0;avecA:1+0-2+d=0,doncd = 1.
Px+y—2z+1=0

— Vérification : en substituant la paramétrique,
Q1T+t+tH)+(t-t)—-QL+20D+1=14+t+t'+t—-t'-2-2t+1=0v —
identiquement nul, quels que soient t et t'.

— Controledunormal :ni-i=1+1-2=0vetni-v=1-1-0=0v

Réponse. x+y—2z+1=0.
Correction de l’exercice 3 - Intersection droite-plan

— Substitution dans 1’équation du plan :
2+)+21-t)+3t—-5=2+t+2-2t+3t—-5=2t—-1

— Résolution: 2t — 1 =0donne t = %

— Point d’intersection : x=2+0,5=2,5,y=1-0,5=0,5,z=1,5.
1(2,5;0,5;1,5)

— Vérification:2,5+2x%x0,5+1,5-5=25+1+4+15-5=0v

— Position relative : une solution unique — la droite est sécante au plan en un seul
point.

— Controle de non-parallélisme : T(1;—-1;3) et 7(1;2;1) donnent
U-i=1-2+4+3=2=0 v — cohérent avec une intersection en un point.

Réponse. 1(2,5;0,5;1,5) : droite sécante au plan.
Correction de I’exercice 4 - Droite parallele a un plan

— Substitution : (1 +2t)+2(-t)—4=1+2t—2t—4 = -3.

— L’expression vaut —3 pour tout t : I’équation —3 = 0 n’a aucune solution.

— Conclusion : la droite ne rencontre jamais le plan, elle est strictement parallele v

— Confirmation par les vecteurs : U(2;—1;0) et7(1;2;0)donnentd-1=2-2+0=0
— le directeur est orthogonal au normal, donc parallele au plan.

. . R . | = 3| 3
— Distance constante : tout point de D est a la distance =2 = 1,342 du plan.
P J1+4 5 P

— Distinction importante : si la substitution avait donné 0 = 0, la droite serait
contenue dans le plan — d’ou le mot « strictement ».

ponse. La substitution donne —3 = 0, impossible : parallélisme strict, a distance

Ré

3
—= = 1,34.
V5
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Chapitre 12 - Droites et plans dans I'espace 3

Correction de l'’exercice 5 - Intersection de deux plans

— Normaux : 71;(1;1;1) et7,(1; —1;2) — non colinéaires, donc les plans sont sécants
suivant une droite.

— Résolution : on pose z =t comme parametre.

N . x+y=3—-t
— L
e systeme devient <x _y=1-2t

— Somme : 2x = 4 — 3¢, doncx=2—%.

— Différence : 2y =2+t,doncy=1+ %

— Représentation paramétrique (en posant t = 2s pour éviter les fractions) :
x=2-—23s
y=1+s
z=2s

— Vérifications pour s =0, le point (2;1;0):2+1+0=3vet2-1+0=1v

— Pours=1,lepoint (-1;2;2):-1+2+2=3vet—-1-2+4=1v

— Controle : le directeur U(—3; 1;2) est orthogonal aux deux normaux: -3+ 1+2=0
vet—-3-1+4=0v

Réponse. La droite x =2—-3s,y=1+5s, 2= 2s.
Correction de l'exercice 6 - Deux droites non coplanaires

— Directeurs : 1(1;1;0) et V(1;0;1) — non colinéaires, donc pas paralleles.
— Recherche d’un point commun : on résout le systeme

t=1+s
1+t=2
2=s

— La deuxiéme donne t = 1 ; la troisieme donne s = 2.

— Test de la premiere : 1 =1+ 2 =3 ? Non — le systéme est incompatible.

— Conclusion : les droites ne sont ni paralleles ni sécantes, elles sont non
coplanaires.

— Controle par la coplanarité des vecteurs : A(0;1;2) sur D, B(1;2;0) sur D’, donc

AB(1;1;-2).

a+b=1
— SiAB=atu+bv,alors{ a=1 —orl+(-2)=-1=#1:incompatible v
b=-2

— Les trois vecteurs ne sont pas coplanaires, ce qui confirme le résultat.

Réponse. Non coplanaires (systéeme sans solution).
Correction de l'’exercice 7 - Plan par trois points

— Directeurs : AB(1;—-1;1) et AC(—1;0;2) — non colinéaires v

— Vecteur normal 7i(a; b;c) :

—a—b+c=0et —a+2c=0,donca=2c.

— Enreportant: 2c—b+c¢c=0,doncb =3c. Avecc=1:7(2;3;1).

— Equation : 2x+3y+2z+d=0;avecA:2+3+0+d =0, doncd = —5.
P:2x+3y+2z—-5=0
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Chapitre 12 - Droites et plans dans I'espace

— Veérifications : Bdonne4+0+1-5=0v ;Cdonne0+3+2—-5=0v
— Controledunormal :i-AB=2-34+1=0vetidi-AC=-2+0+2=0

— Remarque : le vecteur normal n’est défini qu’a un facteur pres — (4;6;2)
conviendrait aussi, avec d = —10.

Réponse. 2x + 3y+2z—-5 = 0.

Correction de I’exercice 8 - Distance point-plan

— Distance :
d= 2x1—-(-2)+2x4-3|] [2+2+8-3|
JA+1+4 3

— Projeté orthogonal : on cherche H = M + tri avec 1i(2; —1; 2).
— 2(1+2t) = (—2-t)+24+2t) -3 =24+4t+2+t+8+4t—-3 =9+ 9t.
— 9+ 9t=0donnet=-1.

H1-2;-2+4+1;4-2)=H(-1;-1;2)

=9
=3=3

— Vérification: -2+ 1+4 -3 =0 v — H est bien dans le plan.
— Controle de la distance : MH(-2;1;-2), denormeJ4+1+4 =3 v
— Cohérence : [MH| = |t| x |7 =1x3=3 v

Réponse.d =3 et H(—1;-1;2).
Correction de l'exercice 9 - Distance point-droite

— Point et directeur : A(1;0;0) etu(1;2;—-1), avec ||H||2 =
— Projection : AM(2;2;1),doncAM -U=2+4—-1=5.

— Parametre du projeté : t = %
_ 5.10. 5\ _py(ll.5._5
Projeté : H(1+6 6 6) H(6’3' 6)'
_ gv(3-1l.o 5.1 4,5y (7.1.11
Vecteur H (3 6,2 3,1+6) (6'3'6)'
— Controle d’orthogonalité % %—% = % =0v

— Distance :

49, 1, 121 _ [A9+4+121 _ [174 _
d= J36+9+36 ‘J 36 J36 2,198

— Controle par Pythagore : AM*=4+4+1=9etAH* —%—2 6=2?5, donc
d*=9-25_29_174 ,

6 6 36
Réponse. d = G = 2,20.

Correction de I'exercice 10 - Angle de deux plans

— Normaux : 11(1;1;1) etriy(1;—-1;0).
— Produit scalaire: 1 -1+ 0=0.

— Conclusion : les normaux sont orthogonaux, donc les plans sont perpendiculaires :
I’angle vaut 90°.

— Vérification par la droite d’intersection : en posant x = y =t dans P, on obtient
2t+z=1,so0itz=1 - 2t.
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Chapitre 12 - Droites et plans dans I'espace
X=t
La droite d’intersection est donc { y=¢ , de directeur w(l;1; -2).
z=1-2t

Controle : w-n;=1+1-2=0vetw-Mi,=1-14+0=0v
Remarque : on prend toujours la valeur absolue du produit scalaire pour obtenir
I’angle aigu — sinon on risque d’annoncer un angle obtus.

Réponse. 90° : les plans sont perpendiculaires.

Correction de I’exercice 11 - Droite perpendiculaire a un plan

Directeur : la droite cherchée a pour directeur le vecteur normal 7i(3; —1; 2).

x=2+3t
D{y=1-t
z=-1+2t

Intersection :
32+3)—(1—-)+2(-1+2t)+4=6+9t—-1+t—2+4t+4 =7+ 14t.

7+ 14t = 0 donne t = —%.

Point: x=2-1,5=0,5,y=1+05=1,5,z2=-1-1=-2.
H(0,5;1,5;-2)
Vérification: 1,5-1,5-4+4=0v
6—-1-2+4| 7
VO+1+4 V14
Controle : |m| = |t] x |7|| = %\/1 = —“124 ~ 1,871 v — H est bien le projeté
orthogonal de A.

Distance de A au plan : =~ 1,871.

Réponse. x=2+3t, y=1—-t,z=-1+2t; H(0,5;1,5;-2).

Correction de I'exercice 12 - Plans paralleles

Normaux : 1,(2; —4;6) et i,(—1; 2; —=3).

Colinéarité : 1, = —27, v — les plans sont paralleles.

Confondus ? En multipliant Q par —2 : 2x — 4y + 6z = —10, alors que P donne 1. Les
plans sont donc strictement paralleles.

Distance : on prend un point de Q, par exemple M(—=5;0;0) (car —(=5) =5 v).
d= 2% (=5)-0+0-1] _ 11
J4 + 16 + 36 J56

Controle avec un autre pointde Q : N (0 ;% ; 0) vérifie 2 x % =5v
_10-10-1] _ 11

~ 1,470

—d = v — méme valeur, comme attendu entre deux plans paralleles.
J56 J56 P P
_ Simplification : /56 = 2/14, donc d = —L_ = 1,470.
P 2/14
, ) . . 11
Réponse. Strictement paralleles, distance =1,47.
p p 2J14

Correction de I'exercice 13 - Intersection dans un cube

Coordonnées : A(0;0;0), B(1;0;0), D(0;1;0), E(0;0;1), G(1;1;1).
Plan (BDE) : les trois points ont une somme de coordonnées égale a 1, donc
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Chapitre 12 - Droites et plans dans I'espace 6

(BDE):x+y+z=1

— Veérifications : B, D et Edonnent 1 =1 v

xX=t
— Droite (AG) : { y=t

z=1
— Substitution : 3t =1, donc t = %

1.1.1
I( 3’3" 3)
— Interprétation : I est le centre de gravité du triangle BDE — cohérent avec la
symétrie de la figure (1+72+0 = % sur chaque coordonnée) v

— Position sur la diagonale : AT = %A—G) — le plan coupe la grande diagonale au tiers.

— Perpendicularité :AG(1;1;1) est le vecteur normal de (BDE), donc (AG) est
perpendiculaire au plan (BDE) v

Réponse. I(%; % ; %) centre de gravité de BDE, au tiers de [AG].

Correction de l’exercice 14 - Plan parallele a une droite

— Conditions sur le normal 7i(a; b;c) :

— ParalleleaD :7i-u=0,soita+b+c=0.

— Perpendiculaire a Q : 7 doit étre orthogonal a Tig(1; —1;0), soita—b = 0, donc b = a.

— Enreportant : 2a+ ¢ =0, doncc=—-2a. Aveca=1:7(1;1;-2).

— Equation: x+y—-2z+d=0;avecA:1+0—-4+d=0,doncd = 3.

Px+y—2z+3=0

— Vérifications : 1-U=1+1-2=0 v (paralleleaD)etn-fp=1-1+0=0 v
(perpendiculaire a Q).

— Controle du point: 1 +0—-4+3=0 v

— Nuance : « P perpendiculaire a Q » se traduit par normaux orthogonaux, tandis que
« P parallele a D » se traduit par normal orthogonal au directeur — deux conditions
de méme forme, mais issues de géométries différentes.

Réponse. x +y—2z+3 =0.
Correction de I’exercice 15 - Sphere et plan tangent

— Distance du centre au plan :

24+2+2-1] 5
d= =2 =1,667
JA+1+4 3
— Comparaison au rayon : S < 3.

3
— Conclusion : le plan est sécant — il coupe la sphére suivant un cercle.

— Rayon du cercle d’intersection (Pythagore) :

r={R*—d% = [0-23 = [36 ~ {56 5 404

— Centre du cercle : le projeté de Q, soit Q + tni avec 1(2;1; —2) :
20 +20)+R2+t)—-2(-1—-2t)—-1=5+9t=0,donct = —

e[
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Chapitre 12 - Droites et plans dans I'espace 7

— Controle : |t| x |7 = D 3 =2/ _ cohérent avec la distance.

9 3
— Les trois cas : d > R disjoints - d = R tangent (un seul point) - d < R sécants (un
cercle).

5 V56

Réponse. Sécant : d = 3 < 3, cercle de rayon == 2,49.

Correction de I’exercice 16 - Synthese : tétraedre et hauteur

a) Plan (ABC) : il coupe les axes en 1, 2 et 3, d’ou I’équation « par les intercepts »

x, ¥, z_ —6=
1+2+3 1 = 6x+3y+2z2—-6=0

— Vérifications : Adonne6—-6=0v,Bdonne6—-6=0v,Cdonne6—-6=0 v

b) Distance de D :
[6x1+3x2+2x3-06| _ [6+6+6—-6] 12

/36 +9+4 7 7

— Controle du dénominateur : /49 = 7 exactement — les coefficients (6; 3; 2) forment
un triplet de norme entiere.

d= ~ 1,714

c) Volume :

7412
_ aire(ABC)xd _ 2" 7
3 3

— Controle indépendant : avec AB(—1;2;0), AC(—1;0;3) et AD(0;2; 3), le volume
vaut 1 du déterminant.

\% =2

w|o,

3]
— det=-1(0x3—-3%x2)—2(-1%x3-3%x0)+0=-1%x(-6)—2%x(-3)=6+6=12.
— V= % =2 v — les deux méthodes concordent.

— Vérification de l'aire donnée : v = /7 =12°-7

Réponse. a) 6x+3y+2z=6-b)d=%-c)v=2.
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