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Plaquette 2 - Dérivées des fonctions trigonométriques

Fonctions trigonométriques — Terminale spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Dérivées de référence (sur R) :

sin’(x) = cos x cos’(x) = —sinx
Composées :
[sin (u)]” = u’cos (u) [cos(u)] = —u’'sin (u)
En particulier [sin (ax + b)]" = acos (ax + b) et [cos (ax + b)]" = —asin (ax + b).

Limites remarquables (nombres dérivés en 0) :

sinx _ q

cosx—1 _
x =2 - =

lim =

x-0

lim

x—-0
Périodicité et parité : sin et cos sont 2m-périodiques ; cos est paire, sin impaire. La
dérivée d'une fonction T-périodique est T-périodique ; la dérivée d’une fonction paire
est impaire.

Dérivée seconde : sin” = —sin et cos” = — cos. Plus généralement,
y = A cos (wt) + Bsin (wt) vérifie y’ = —w?y : c’est I’équation des oscillations.
Rappels : (uv) = u'v+uv ; (%) =UV-_UW (") = nuutt L

Y

AN J

Correction de l’exercice 1 - Premieres dérivées

On utilise les dérivées de référence
sin’ = cos cos’ = —sin
et la formule du produit (uv) = u'v + uv'.
a) f(x) =3cosx—2 X (—sinx) = 3cosx + 2sinx.
b) g(x) =1 X sinx + x X cosx = sinx + x cos x.
c) h’'(x) = 2xcosx + x% x (—sinx) = 2xcosx — x?sin x.

— Piege en a) : le signe « moins » de cos’ = —sin se combine avec celui de —2 cos x pour
donner +2 sinx.

— Controle en b) : g'(0) = 0 ; la courbe de g a une tangente horizontale en 0, cohérent
avec g(x) = xsinx = 0 pres de 0.

Réponse. a) 3cosx + 2sinx - b) sinx + xcosx - ¢) 2xcosx — x? sin x.
Correction de l'exercice 2 - Composées affines

Pour une fonction intérieure affine ax + b :

[sin(ax + b)]" = acos (ax + b) [cos(ax + b)]’ = —asin (ax + b)
a)a=2:f(x) = 2cos(2x).
b)a=3:g(x) = —3sin (3x - g)
c) La variable est t, et a = w : u'(t) = Swcos (wt + ).
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— Interprétation de c) : dériver un signal sinusoidal multiplie son amplitude par la
pulsation w et le décale d'un quart de période ; un signal rapide a une dérivée de
grande amplitude.

— Piege : écrire f(x) = cos(2x), en oubliant le facteur 2.

Réponse. a) 2cos(2x) - b) -3 sin(3x - %) - ¢) bwcos (wt + @).

Correction de l'exercice 3 - Puissances de sinus et cosinus

On applique
u" =nuu"?!

a) u =sinx, u" =cosx: f(x) = 2cosxsinx.

b) u =cosx, u' = —sinx: g'(x) = 3 X (—sinx) cos?x = —3 sinx cos?x.

c) De méme, (coszx)’ =2 X (—sinx)cosx = —2sinxcosx. Donc

h'(x) = 2sinxcosx — 2sinxcosx =0
— Commentaire : h a une dérivée nulle sur R, elle est constante ; comme
. .2
h(0) = 0 + 1 = 1, on retrouve la relation fondamentale sin”x + cos®x = 1.
. .2 . . . 2 .

— Notation : sin” x signifie (sinx)”, et non sin (xz).

Réponse. a) 2sinxcosx - b) —3sinxcos?x - ¢) h" = 0, h est constante égale a 1.
Correction de I’exercice 4 - Un quotient trigonométrique

a) cosx = —1,donc 2+ cosx =1 > 0 : le dénominateur ne s’annule jamais. f est un
quotient de fonctions dérivables, dérivable sur R.

b) Avec u =sinx, u"=cosx,v=2+cosx, vV = —sinx:
FOx) = uv—uv _ cosx(2+ cosx)—sinx X (—sinx)
- 2 - 2
% (2 + cosx)

— Numérateur : 2cosx + cos2x + sin’x = 2cosx + 1 (relation fondamentale).
— Dot f(x) = 2cosx+1

(2 + cos x)z'
— Usage : le signe de f est celui de 2cosx + 1 ; sur [0; ], f croit jusqu’a ZTH puis décroit,
- 2\ _V3/2 _ 3
avec pour maximum f( 3 ) =3/2 3
Réponse. f(x) = ZCLX‘FIZ.
(2 + cosx)

Correction de I'exercice 5 - La tangente au sinus en zéro

a)sin0=0etsin’(0) =cos0=1":
T:y=1x(x—-0)+0=x
b) g(x) =1 — cosx = 0 pour tout x (car cosx < 1), et g’ ne s’annule qu’en des points isolés
(x = 2km).
— g est croissante sur [0; +«[, donc g(x) = g(0) = 0 pour x = 0.
— Soit x —sinx =0 :sinx < x.

— Interprétation : pour x = 0, la courbe est sous sa tangente ; pour x < 0, elle est
au-dessus (par imparité). La courbe traverse sa tangente en O : c’est un point

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 8 - Fonctions trigonométriques

d’inflexion.
— Approximation : pour x petit, sinx = x (sin0,1 = 0,0998).

Réponse. T:y=x; g =1—-cosx =0, donc sinx < x sur [0; +][.

V A

1..

Y

|
=]
1l
N
vl
=]

Tangente Y = X en O : la courbe la traverse

Correction de l’exercice 6 - La tangente au cosinus

a) cos% =0et cos'(%) = —sin% =—1:

W= — _I =—x+ I
T:y 1><(x 2)+0 x+2

b) Pourx=0:y= % ~ 1,57. La tangente passe par (0;%) et parA(%; 0), avec une

pente de —1.

— Remarque : en A, la courbe du cosinus traverse sa tangente (cos” = —cos s’annule
en changeant de signe) : A est un point d’inflexion.

— Lien : la courbe du cosinus est celle du sinus décalée de % vers la gauche, puisque
cosx = sin (x + %)
Réponse. T:y = —x + % qui coupe ’axe des ordonnées en %
Y A

L=k

Tangentey = —X+ 3 en A

Correction de l'’exercice 7 - Deux limites remarquables

a) Si f est dérivable en a :

im /=0 = ri@)
sinx —sin0
x—0
0. COSX — cos 0

’ x—0

— Avec f=sineta=0: - sin’(0) = cos0 = 1.

— Avec f=coseta = - co0s’(0) = —sin0 = 0.
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b) On fait apparaitre la forme précédente :

sin (4x) _ sin (4x)
xS AX T
— avec X = 4x -0, Sl;}X — 1, donc la limite vaut 4.
— Controle numérique : % =~ 3,99999 v

Réponse. a) 1 et 0 - b) 4.

Correction de I’exercice 8 - Périodicité d’une fonction et de sa dérivée

a) Pour tout x : f(x + ) = sin (2x + 2m) = sin (2x) = f(x), par 2m-périodicité du sinus.
sin (6 + 2m) = sin0

b) f(x) =2cos(2x) et f(x +m) = 2cos(2x + 2m) = 2cos(2x) = f(x) v

c) Lecture : les sommets et les creux sont en Z, 32 5T 71

4° 4" 4" 4
Calcul:f(x)=0=>cos(2x)=0=>2x=%+kﬂ=>x=%+k%.
_ . ) o.3m. 5m, 70

Dans[0,21:r].xe<4, AV 4>/

— Remarque : la période de sin (wx) est %7 ;iciw =2, d’ou m.

Réponse. a) f(ix + 1) = f(x) - b) f(x) = 2cos(2x) - ¢) x = % + k%.

Correction de l'exercice 9 - Parité et dérivée

a) Pour tout x : cos(—x) = cos x (paire) et sin (—x) = — sin x (impaire).
b) La dérivée de x » f(—x) est —f(—x) (composée avec u(x) = —x, u" = —1). En dérivant
f(—x) = fix) :

—f(=x)=f(x) soit  f(—x)=-f(x)
f est impaire.
c) Avec cos : cos’ = —sin, qui est bien impaire v

Avec f(x) = xsinx : f(—x) = (—x) sin (—x) = xsinx, f est paire. Sa dérivée
f(x) = sinx + x cos x vérifie f(—x) = —sinx — xcosx = —f(x) : impaire v

— Conséquence : la dérivée d’'une fonction paire s’annule en 0 (car f(0) = —f(0)) — la
courbe a une tangente horizontale sur ’axe de symétrie.

Réponse. f(—x) = —f(x) : la dérivée d’une fonction paire est impaire.

Correction de I'exercice 10 - L’équation des oscillations

a) sin” = (cos) = —sin et cos” = (—sin)" = —cos : chaque fonction est I’opposée de sa
dérivée seconde.

b) y'(t) = —6sin (2t), puis y'(t) = —12cos (2t) = —4 x 3cos (2t) = —4y(t) v

c) On dérive deux fois, chaque dérivation faisant sortir un facteur w :

— Y(t) = —Aw sin (wt) + Bw cos (wt) ;
— y'(t) = —Aw? cos (wt) — Bw?sin (wt) = —w?y(t).

Y +wly=0
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— Physique : c’est I’équation d’un ressort, d’un pendule aux petits angles ou d’un circuit
LC ; ses solutions sont des oscillations de pulsation w et de période %7

Réponse. sin” = —sin, cos” = —cos ; ' = —w?y.
Correction de I’exercice 11 - Vitesse et accélération d’un ressort

a) On dérive deux fois la composée avec 2t :
v(t) = —10sin (2t) a(t) = —20cos (2t)

b) |v(t)] = 10sin(2t) = 10 : la vitesse maximale vaut 10 cm/s, atteinte quand sin (2t) = 1,
donc cos (2t) = 0 et x(t) = 0 — au passage par la position d’équilibre.

c) a(t) = —=20cos(2t) = —4 x 5cos (2t) = —4x(t).

— Interprétation : I’accélération est proportionnelle a ’écart a 1’équilibre et de sens
opposé — c’est la force de rappel du ressort (loi de Hooke).

— Aux extrémités (x = +£5), la vitesse est nulle et I’accélération maximale (20 cm/s?).

Réponse. v = —10sin (2t), a = —20cos (2t) = —4x ; vitesse max 10 cm/s en x = 0.

Correction de l'exercice 12 - Variations sur un intervalle

a) f(x) = —sinx + %
f(x)—O<=smx—2=>x 6oux 6
(solutions dans [0; 2m]).
b) f(x) > 0 = sinx < % c’est-a-dire sur _O; %[ et ]%" 211].
I 5o
X 0 6 5 2
f(x) + 0 - 0 +
f 1 | croissante | = 1,13 | décroissante | = 0,44 | croissante | 1+
_fm\_V3 . m _ - .
f(G) 5 + 15 1,13 (maximum local) ;
_ g 5m\ - _J3 | 5m _ i :
f( 6 ) > + 1o 0,44 (minimum local) ;

— f2n) =1+m1=4,14.

o, o1

Réponse. Croissante, puis décroissante sur [E' 6

} puis croissante.

Correction de I'exercice 13 - Tangentes horizontales
a) f(x) = cosx — sinx. La tangente est horizontale quand f(x) =0 :
COSX = sinx

— Sur le cercle, ce sont les points dont ’abscisse égale I'ordonnée : ils sont sur la droite
y=x enZ et 2L

4 4
b) Valeurs :
_fm\ V2 V2 5o .
f(§)="F+%5=2=14;
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— aux bornes, f(0) = f(2m) = 1.

Le maximum est V2 (en %) et le minimum —/2 (en 54—17), ce que confirme la figure.

— Remarque : /2 > 1, la somme dépasse chacun des deux termes, qui ne valent jamais
1 en méme temps.

Réponse. Tangentes horizontales en % et 54—H ; maximum V2, minimum —/2.

Correction de I’exercice 14 - Deux oublis classiques

a) Premiere dérivée : oubli du facteur u’. Avec u = 3x, u' = 3 :
[sin(3x)]" = 3cos(3x)

Seconde dérivée : erreur de signe. cos’ = —sin.

b) En 0, la vraie dérivée vaut 3cos0 = 3. Taux d’accroissement :

_ sin(3x0,01) —sin0 _ sin0,03 _ 0,029996 _ 4 4, ,
0,01 0,01 0,01 '

— La formule de 1'éleve donnerait cos0 = 1 : trois fois trop peu.

— Moyen mnémotechnique : en dérivant, on « tourne d’un quart de tour » sur le
cercle, sin - cos —» —sin —» — cos — sin.

Réponse. [sin (3x)]" = 3cos(3x) et cos” = —sin.
Correction de I'exercice 15 - Cosinus d’un carré

a) Avec u(x) = x2, U'(x) = 2x :

[cos(u)]'= —u'sin(u)  f(x) = —2xsin (x?)

— fla) =cos%=0;

— = _2|I in = 2 [X — _ ~ —
f@=-2[2 xsinL 2@ J2m = —2,51.

Tangente : y = —/2m (x — E) soit y = —/2m x + 1T (car 2o X g = \/11_2 = II).

— Remarque : f n’est pas périodique — les oscillations de cos (xz) s’accélerent quand x
grandit.

Réponse. f(x) = —2xsin (xz) ; tangente y = —/2m x + 1.
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