Chapitre 8 - Fonctions trigonométriques 1

Plaquette 1 - Valeurs remarquables et identités

Fonctions trigonométriques — Terminale spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Définition. Le point M du cercle trigonométrique associé au réel x a pour
coordonnées (cos x; sin x).

cos?x+sin“x=1 —1<cosx=1 —1<sinx=<1

Valeurs remarquables :

5 o| & I a o .
§) 4 3 2
cosxlEQlO—l
2 2 2
sinx | O 1 Qél 0
2 2 2

Périodicité : cos (x + 2km) = cosx et sin (x + 2km) = sin x pour tout entier k. La
mesure principale est celle qui appartient a ] — mr; ).

Angles associés (symétries du cercle) :

— cos(—x) = cosx, sin(—x) = —sinx ;

— cos(T—x) = —cosx, sin(r— x) =sinx ;
— cos(m+x) = —cosx, sin(m+ x) = —sinx;
— cos (% —x) = sinx, sin (% - x) = COSX.

Equations :cosx=cosaex=a+2kmoux =—a+ 2km; sinx =sina e x = a + 2kno
oux =1m—a+ 2km.
- J

Correction de l'’exercice 1 - Placer des points sur le cercle

On part de I(1; 0) et on tourne dans le sens direct pour un réel positif, dans le sens
indirect pour un réel négatif. Un tour complet mesure 21 :

mrad = 180° I =30°

6
— A: % = 30°, premier quadrant.
— B: 34—H = 135°, deuxieme quadrant, sur la bissectrice.
— C: —% = —60°, on tourne vers le bas : quatriéme quadrant.
— D %" =7+ Z, un demi-tour puis 30° : troisiéme quadrant.

6
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— Remarque : D est le symétrique de A par rapport a I’origine O, puisque o - O 4 q

6 6
Réponse. A : ler quadrant - B: 2e - C : 4e - D : 3e (symétrique de A par rapport a O).

Les quatre points placés

Correction de l'exercice 2 - Lire un cosinus et un sinus

a) %" =11— % : le point M est le symétrique de A(%) par rapport a I’axe des ordonnées.
Cette symétrie change le signe de ’abscisse et conserve 1’ordonnée :
cos (T —x) = —cosx sin (r — x) = sinx
 cosBI = _gosZ = _¥3 .
cos g cos ¢ 5
_ sin2f —ginZ =1
sin=g= = sin¢ = 5.

0 (-5) + () =3+d=1

— Cohérence : M est dans le deuxieme quadrant, cosinus négatif et sinus positif.

: 51 _ V3 g ginBI = 1
Reéponse. cos?— 5 et sin 6 — 2

Correction de I’exercice 3 - Les quatre symétriques d’un point

a) On lit les symétries sur la figure :
— N — x) : symétrique de M par rapport a I’axe des ordonnées ;
— P(r + x) : symétrique par rapport a l’origine O (demi-tour) ;
— Q(—x) : symétrique par rapport a I’axe des abscisses.
b) Chaque symeétrie agit sur les coordonnées (cos x; sinx) :
cos(r—Xx) = —cosx sin (7 + x) = —sinx cos(—x) = cosx
— Par rapport a I’axe des ordonnées, I’abscisse change de signe ;
— par rapport a l'origine, les deux coordonnées changent de signe ;
— par rapport a I’axe des abscisses, seule I'ordonnée change de signe.
— Meéthode : plutot qu’apprendre les formules par coeur, on dessine et on lit.

Réponse. cos (i1 — x) = —cosx ; sin (i1 + x) = —sinx ; cos(—x) = cosXx.
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Correction de l'’exercice 4 - Mesure principale
On retire (ou ajoute) des multiples de 2 pour tomber dans ] — 7; 7], en utilisant la
périodicité :

cos (x + 2km) = cosx sin (x + 2km) = sinx

a) 1(751'1_217= 17m—12m _ 5o ,

6 6
b) 13117 +2m = 34—H v
c) 3:1,)17 ?’OTH + % 10m + g donc la mesure principale est % (10m représente 5 tours).
Valeurs :
— cosl% = cos% = —g ;
— sin Béﬂ = sin% = g

— Astuce : écrire le numérateur comme un multiple de 2d (12 pour des sixiemes) plus
un reste.

c)H cos L/ — 5,51 BT

5H
by - 3] 2

Réponse. a)

3
2

Correction de l'exercice 5 - Du cosinus au sinus

a) x € [—% ; 0] : le point est dans le quatrieme quadrant (abscisse positive, ordonnée
négative), a I’abscisse 0,6.

b) Relation fondamentale :

inx=1-cos?x=1-9 =16
sin“"x=1-cos“x=1 25 5
Donc sin x 5 ou sinx 5
— Dans le quatriéme quadrant, le sinus est négatif : sinx = —%.

— Piege : la relation donne deux valeurs possibles ; c’est I'intervalle qui tranche. Sans
lui, on ne pourrait pas conclure.

2 2
sle . (3) 4 (—4) 2 9+16 _
—Controle.(5) +( 5) o 1v

Réponse. sinx = —%.

[ S

M a pour abscisse 0,6, dans le quatrieme quadrant
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Correction de I’'exercice 6 - Une identité a démontrer

On développe et on utilise la relation fondamentale :
cos?x + sin’x = 1
a) Avec les identités remarquables :

. 2 . .2 .

— (cosx + sinx)” = cos?x + 2cosxsinx + sin“x = 1 + 2cosxsinXx ;
. 2 .

— (cosx —sinx)” =1 —2cosxsinx.

— La somme vaut 2 : les doubles produits se compensent.

b) On factorise la différence de deux carrés :

— sin*x — cos*x = (sinzx — coszx) (sinzx + coszx) ;

— le second facteur vaut 1, d’ou le résultat.

— Controleen x=0pourb):0-1=0-1 v

Réponse. a) Les doubles produits s’annulent - b) a* — b* = <a2 — b2> <a2 + b2> avec
a’+b*=1.

Correction de l’exercice 7 - Un quart de tour

II

2
la rotation de centre O et d’angle

a) Ajouter = fait tourner d’'un quart de tour dans le sens direct : M" est 'image de M par
I

5

b) Un quart de tour direct transforme le point (a; b) en (—b; a) (par exemple, I(1;0)

devient J(0; 1)). Donc M’'(—sinx; cosx), c’est-a-dire :

cos(x+%> = —sinx sin(x+%) = COS X
— Vérification sur la figure, avec x = % : M’ est associé a 2?11 et 0052?H = —% = — Sin%
v
— Usage : ces formules serviront a dériver : sin” = cos et cos’ = —sin sont des « quarts
de tour ».
Réponse. Rotation d’un quart de tour : cos (x + %) = —sinx, sin (x + %) = COSX.

Correction de I'exercice 8 - Résoudre une équation en cosinus

/3
2
coupe le cercle en deux points, symétriques par rapport a I’axe des abscisses.

o _ 3 @=_\/§

— On part de COSE =5 avec cos (I — x) = — cos x, on obtient cos 6 5 (point A).
S5io

— Son symétrique B est associé a —%5

a) On cherche les points du cercle d’abscisse — : la droite verticale correspondante

—n:mgl.S=J_5m. 50
Dans]|—m;m]: S < 6’6>'
b) Dans R, on ajoute tous les tours complets :

cosx=cosaex=a+2kmoux=—-a+ 2k, ke Z

—S=<5—é7+2k11;—%7+2kﬂ,kez>.

Réponse. a) <_5—6H%T> -b) x = i%f + 2ki1.
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Correction de I’exercice 9 - Un sinus négatif

On cherche les points d’ordonnée —= : ils sont sous 1’axe des abscisses, symétriques par

N[~

rapport a I’axe des ordonnées.

— On part de la valeur connue sin £ = 1

6 2
— Le sinus est négatif dans les 3e et 4e quadrants. Avec les angles associés :

i o)\ _ _qnl i I\ _ginll
sm(ﬂ+6) sm6 sm(ZH 6) sm6

— Les solutions sont 71 (point P) et 1lm (point Q), toutes deux dans [0; 2m[.

6 6
< 7m ., 11n 111
— Piege : répondre —Z, qui est bien une solution de 1’équation, mais n’appartient pas a

6
[0; 2m].
Réponse. S = <7H 1ln

Correction de I'exercice 10 - Inéquations sur le cercle

On repere sur le cercle ’arc des points qui conviennent, puis on lit les réels associés.

a) cosx = 0 : points d’abscisse positive, c’est-a-dire la moitié droite du cercle, de J' (en
bas) a J (en haut).
= | _I.II
S‘[ Tz}

b) sinx > 1. : points au-dessus de la droite horizontale y =

A(§)et8(%):

— L’arc qui convient va de A a B en passant par J, extrémités exclues (inégalité stricte).

l, qui coupe le cercle en

2

— Meéthode : d’abord résoudre I’équation (sinx = %) pour trouver les bornes, puis
choisir le bon arc.

Réponse. a)[ o 2} b)}H 5617[

Correction de l'exercice 11 - Simplifier une expression

On remplace chaque terme grace aux angles associés :

cos(IT*x) = —cosx sm(i—x) = COS X cos(%—x) = sinx
a)A = —CcoSX —COSX + COSX = —COSX.
b) Avec sin(—x) = —sinx et sin (7 — x) = sinx :
B = —sinx + sinx + sinx = sinx

— Controleenx=0:A=-1-14+1=-1=-cosO0OvetB=0+0+0=0=sin0 v
— Meéthode : un terme a la fois, en redessinant la symétrie en cas de doute.

Réponse. A = —cosx et B =sinx.
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Correction de l'exercice 12 - Sommes qui s’annulent

On associe les termes deux a deux grace aux angles associés :

cos(r—a) = —cosa sin (7 + a) = —sina
ao _ _ I
a)?—ﬂ 5,donccos5 cosSetS 0.
b) 8H —1:r+H donc 511187H = —sing et T=0.
C)——H gets—éj=ﬂ—3?ﬂzles termes s’annulent deux a deux, U = 0.

— Interprétation : les points associés sont symétriques par rapport a I’axe des
ordonnées (a et c) ou a l'origine (b) ; leurs abscisses ou ordonnées sont opposées.

Réponse. S=T=U = 0.
Correction de I'exercice 13 - L’hexagone régulier

a) Chaque sommet a pour coordonnées (cosx; sinx) :

— A(1;0), B<l §>,c<—l~g>;
— D(-1;0), E< % —§> F<%;—§>.

b) Longueur AB :

— Le coOté de I'hexagone est égal au rayon du cercle : les triangles OAB, OBC... sont
équilatéraux.

_ ole - BC =1 — (1) _
Controle : BC 5 (2> 1v

Réponse. Sommets (cos%I sin %) ; coté = 1 = rayon.

Correction de l'exercice 14 - Quatre solutions

On isole le carré, puis on prend les deux racines :

4cos’x =1 =cos’x = % & Ccosx = % ou CosSX = —%
— cosx = % dans [0;2m] : x = % ou x = 5—H (points A et D).
— COSX = —% X = ZTH ou x = == (pomts B et C), par symétrie par rapport a I’axe des

ordonnées.
S = <£ .21 Am, 5_H>
337373

— Piege : oublier la racine négative, cosx = —%, et ne trouver que deux solutions.

2o 4H 5H

Réponse. S = <3 ;

Correction de I'exercice 15 - Distance entre deux points du cercle

a) Avec M(cost;sint) et I(1;0) :
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IM? = (cost — 1)2 +sin’t = cos?t—2cost + 1 +sin’t = 2 — 2 cost
en utilisant cos?t + sin’t = 1.

b)IM=1o2—-2cost=1ocost=4+ ot=2out=2L
2 3 3
— IM? =2 — 2 cost est maximal quand cost est minimal, c’est-a-dire cost = —1, soit
t =1 : alors IM = 2 (M est diamétralement opposé a I).

— Cohérence : pourt = % le triangle OIM est équilatéral, dou IM =1 v

Réponse. a) IM? =2 —2cost - b)IM =1 pourt = % ou 5717 ; maximum 2 pour t = m.
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