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Plaquette 2 - Colinéarité et parallélisme

Géométrie dans I’espace (vecteurs) — Terminale spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Colinéarité. T et V (avec U # 0) sont colinéaires s’il existe un réel k tel que v = k.

En coordonnées : T(x;y;2) et V(X'; y; 2) sont colinéaires si et seulement si leurs
coordonnées sont proportionnelles :

V=kiuiex =kx,y =ky, Z =kz
A Dans l’espace, il faut vérifier les trois coordonnées (le « déterminant » xy' — x'y du
plan ne suffit plus).
Alignement : A, B, C sont alignés si et seulement si AB et AC sont colinéaires.

Parallélisme : (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si AB et CD sont
colinéaires.

Droite de I’espace : la droite passant par A, de vecteur directeur U, est I’ensemble
des points M tels que AM = tU, t € R.

Théoréme des milieux : si I et ] sont les milieux de [AB] et [AC], alors I = %B_C)

- J

Correction de I'exercice 1 - Tester la colinéariteée

On cherche k sur une coordonnée non nulle, puis on vérifie les autres :
V=kiex =kx,y =ky, 2 =kz
a) Premieére coordonnée : —4 = k x 2, donc k = —2. Vérification : —2 x (=1) =2 v et
—2x 3 = -6 v. Colinéaires : V = —21.
b)6 =2k donnek=3;3x%x(—1)=-3 v mais3x3 =9 =8 X. Non colinéaires.

c) Premiere coordonnée nulle des deux cotés, sans information. Deuxieme : —0,8 = 2k,
k = -0,4 ; troisieme : —0,4 x (—=5) = 2 v. Colinéaires.

— Piege en b) : deux coordonnées proportionnelles ne suffisent pas dans I’espace.
Réponse. a) Oui (k = —2) - b) Non - ¢) Oui (k = —-0,4).

Correction de I'exercice 2 - Rendre deux vecteurs colinéaires

On détermine k a I’aide des coordonnées sans parametre, puis on en déduit m :
V=kiuie6=km,4 =2k, -2=-k

— 4 = 2k donne k = 2 ; la troisiéme équation, —2 = —2, est vérifiée v

— La premiere donne alors 6 = 2m, soit m = 3.

Vérification : U(3;2;-1)etv=2U v

— Meéthode : ne jamais diviser par m au début (il pourrait étre nul) ; on commence par
les coordonnées connues.

Réponse. m = 3.

Correction de I'’exercice 3 - Trois points alignés ?
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Trois points sont alignés si et seulement si
AB et AC sont colinéaires

a)AB(1;2;4) et AC(3;6;12) : on a AC = 3AB (les trois coordonnées sont multipliées par
3). Les points sont alignés, et B est au tiers de [AC] en partant de A.

b) DE(1; —1;-1) et DF(3;0; —2).

— Premiére coordonnée : k = 3 ; deuxieme : 3 x (—1) = -3 = 0 X.
— Les points ne sont pas alignés : ils définissent un plan.

Réponse. a) Alignés (AC = 3AB) - b) Non alignés.
Correction de l'’exercice 4 - Deux droites paralleles

a) On compare les vecteurs directeurs :

2 -4
AB| 1 CD| -2 | = -2AB
3 -6

Les vecteurs sont colinéaires : (AB) || (CD).

b) Elles sont confondues si C € (AB), c’est-a-dire si AC est colinéaire a AB.

— AC(-1:4;-1): premiere coordonnée k = —%, deuxiéme —% x 1= —% #4 X.
— C ¢ (AB) : les droites sont strictement paralleles.

Réponse. a) CD = —2AB - b) non, strictement paralléles.
Correction de I’exercice 5 - Diagonales paralleles dans un cube

a) Relation de Chasles, puis vecteurs égaux dans le cube :
EG=FEA+AC+CG=-AE+AC+AE =AC
(car CG = AE).

b) EG = AC signifie que ACGE est un parallélogramme. Comme (AE) est
perpendiculaire a la face ABCD, c’est méme un rectangle.

— Les droites (AC) et (EG) sont paralleles (vecteurs directeurs égaux) et distinctes.
— En coordonnées : AC(1;1;0)etEG=(1-0;1-0;1-1)=(1;1;0) v
Réponse. EG = AC : ACGE est un rectangle, (AC) |l (EG).

Correction de I'exercice 6 - Théoreme des milieux dans le cube

a) Relation de Chasles et milieux :

[=1B+B] = ZAB + ZBC = 2(AB+BC) = 1AC

b) On a vu que EG = AC (face du haut « au-dessus » de la face du bas). Donc
—Ij= %ﬁ : les vecteurs sont colinéaires, (I]) Il (EG).

— Conséquence : IJGE est un trapeze (deux c6tés paralléles de longueurs différentes),
donc ses quatre sommets sont dans un méme plan.

foc-T7(1.0. 1 1.1,
—Encoordonnees.1(2,0,0>,J(1,2,0>,ﬁ(2,2,0>/

Réponse. I = %AC = %ﬁ . N I (EG).
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Correction de I’exercice 7 - Reconnaitre un parallélogramme
a) ABCD est un parallélogramme si et seulement si

AB =DC
— AB(2;1;3)etDC(3-1;5-4;4-1)=(2;1;3) v

b) Un parallélogramme est un losange si deux cotés consécutifs ont la méme longueur
(repére supposé orthonormé) :

— AB=/4+1+9 =14 ;
— AD(-1:;3;1),AD=J1+9+1 =/11.

AB # AD : ce n’est pas un losange.

— Remarque : quatre points de I’espace formant un parallélogramme sont
automatiquement coplanaires.

Réponse. a) AB = DC - b) non (AB =14, AD =/11).
Correction de l'exercice 8 - Un point sur une droite

Un point M est sur (AB) si et seulement si AM = tAB pour un réel t. Ici AB(2; 2; 4).
a) AC(3;3;6): 3 =2t donne t =3 ; puis 3 x2=3 v et 3 x4 =6 v.
C € (AB), avec AC = %ﬁ
b)M=A+tAB a pour coordonnées (1 + 2t; —2 + 2t; 4t).
4t=10=t=2
— M1 +5;-2+5;10)=M(6;3;10).
Réponse. a) Oui (t = %) - b) M(6;3;10).

Correction de I’exercice 9 - Un trapeze dans le cube
a) Dans le triangle EFG, le théoréme des milieux donne IJ = %ﬁj et EG = AC. Donc
= %A_C‘

b) ) | (AC) et I] = %AC # AC : ACJI est un trapeze de bases [AC] et [I]].

— Isocele ? Les c6tés [AI] et [C]] ont la méme longueur, par symétrie du cube par
rapport au plan (BFHD) ; c’est un trapeze isocele.

_ ses - 7(L.0. 1. 1.1 921

En coordonnées : 1(2 ;0; 1),](1, > 1), ﬁ(z i ,0) ZE v

Réponse. I = %E : ACJI est un trapeze.

Correction de l’exercice 10 - Milieux dans un tétraedre

a) Théoreme des milieux dans les triangles ABC et DBC :
[=2BC IK=1BC

(Par exemple If = TA + AJ = %m + %A_C) = %B_C).)

b) I] = LK : le quadrilatére IJKL est un parallélogramme.
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— Conséquence surprenante : les quatre points I, J, K, L, pris sur quatre arétes d’'un
tétraédre quelconque, sont toujours coplanaires.

— De méme, JK = %A_D) =1IL.

Réponse. [ =LK = %_C‘ : IJKL est un parallélogramme.

Correction de I’exercice 11 - Une droite parallele a une diagonale

Relation de Chasles, en passant par A et C :

MN =MA +AC +CN = —%E+A_C‘+%C_G’
— Or CG = AE : les deux termes extrémes s’annulent.
— Donc MN = AC : (MN) || (AC), et méme ACNM est un parallélogramme.
— En coordonnées : M(O;O;%), N(l;l;%), MN(1;1;0)=AC v
— Intéret : on montre un parallélisme sans aucun repéere, uniquement par Chasles.
Réponse. MN = AC : (MN) || (AC).

Correction de l'’exercice 12 - Construire un point

a) BC(-2;4;—4), donc 2BC(—4;8;-8). Et AD(xp— 1;y,—1;2p— 1) :
XD=—3, yD=9' ZD=_7
soit D(—=3;9; —7).

b) Par construction, AD = 2BC : les vecteurs directeurs sont colinéaires, donc (AD) || (BC).

— Elles ne sont pas confondues : BA(—1;1; —2) n’est pas colinéaire a BC (k = % sur la
premiere coordonnée, mais % x4=2=1).

— Conséquence : ADCB est un trapeze (cotés [AD] et [BC] paralleles, AD = 2BC).

Réponse. a) D(—3;9; —7) - b) oui, paralleéles et distinctes.
Correction de I’exercice 13 - Trouver le parametre d’alignement

11 faut AB et AC colinéaires, avec

2 3
AB| k AC| 3
4 6

— Sur les coordonnées sans parametre : % et

— Deuxiéme coordonnée : 3 = %k =sk=2.

o

= % ; on doit avoir AC = %ﬁ

Vérification : AB(2:2;4) et AC = %A v

— Remarque : si les coordonnées sans parametre n’avaient pas donné le méme rapport,
aucune valeur de k n’aurait convenu.

Réponse. k = 2.
Correction de I’exercice 14 - Parallélisme dans une pyramide

a) Théoreme des milieux dans les triangles SAB et SBC :

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 11 - Géométrie dans I’espace (vecteurs) 5

MN=:AB NP=:BC

N|—
N[~

Donc (MN) || (AB) et (NP) || (BC).

b) Le plan (MNP) contient deux droites sécantes (MN) et (NP), respectivement paralleles
aux droites sécantes (AB) et (BC) du plan (ABC).

— Les deux plans sont donc paralleles : le plan (MNP) coupe la pyramide selon un carré

« a mi-hauteur », réduction de rapport % de la base.

— Critere : deux plans sont paralleles des que deux droites sécantes de 1'un sont
paralleles a deux droites de l’autre.

Réponse. (MN) || (AB), (NP) || (BC) : les plans (MNP) et (ABC) sont paralléles.

Correction de l'exercice 15 - Vecteur directeur et longueurs
a)ul=va+1+4 =3.
b) Un vecteur colinéaire s’écrit kt, de norme |k| x 3 :

k|x3=1eok=x

W~

— Vecteurs unitaires : (2 -1, 2) et son opposé.

3 3’3
c) AM = tii avec AM = 3|t| = 6, donc t = +2.

— L’abscisse de M vaut 1 + 2t ; elle dépasse cellede Asit>0:t = 2.
— M(1+4;1-2;14+4)=M(5;-1;5).

— Controle : AM(4;-2;4), de norme V16 +4 + 16 =6 v
Réponse. a) 3 - b) i%ﬂ’ -c) M(5;-1;5).
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