Chapitre 3 - Limites de fonctions 1

Plaquette 2 - Limites en un point et latérales

Limites de fonctions — Terminale spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Limites de référence en 0.

lim L = +o 1m%=—oo lim L = 4+

X—>0+X x— 0 X—'OXZ

Quotient dont le dénominateur tend vers 0 (numérateur de limite L # 0) : la limite
est infinie, de signe donné par la regle des signes.

L

_F;+oosiL>O,—OOSiL<O}
_%;—oosiL>0,+oosiL<0.

On étudie donc le signe du dénominateur a gauche et a droite de a (tableau de
signes).

Asymptote verticale. Si f(x) - £« quand x — a (d’un c6té au moins), la droite x = a
est asymptote verticale.

Forme % : a est racine du numérateur et du dénominateur, on factorise par (x — a)
et on simplifie ; avec une racine, on multiplie par la quantité conjuguée.
Nombre dérivé : liquaf (X; _j;(a) = f(a). Par exemple :
X
lim&-1l=1 limSilX=1
T X X

Limite en un point : elle existe lorsque les limites a gauche et a droite existent et
sont égales.

- J

Correction de l'exercice 1 - Il suffit de remplacer

Les fonctions polynémes, rationnelles, racine carrée et exponentielle sont continues la
ou elles sont définies. Si I’expression est définie en a, on remplace simplement :

lim fx) = fla)

a)22+3x2-1=4+6-1=09.

, . . e — l —
b) Le dénominateur vaut 1 # 0 en O : 0+ 1 1 1.
c) Le dénominateur vaut 3 # 0 en 4 : \/f——i_ll = % =1

— Réflexe : on vérifie d’abord que le dénominateur ne s’annule pas en a ; c’est
seulement dans ce cas que ’on peut remplacer.

Réponse. a)9-b)1:-c) 1.

Correction de I’exercice 2 - A gauche et a droite de zéro

a) Quand x tend vers O par valeurs positives, % est positif et devient aussi grand qu’on

veut (=—=— =1000) :

0, 001
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Chapitre 3 - Limites de fonctions 2

lim & = 4o 1'm_%=—oo
x—0

Les deux limites latérales sont différentes : la fonction inverse n’a pas de limite en 0.

b) x? > 0 des deux c6tés de 0, donc % >0 et lz — +o a gauche comme a droite :
X X
limx -0 % = 400,
X

— Dans les deux cas, ’axe des ordonnées (x = 0) est asymptote verticale.
— Idée clé : c’est le signe du dénominateur au voisinage de 0 qui décide.

Réponse. a) +» et —» : pas de limite - b) +» des deux cotés.
Correction de l'exercice 3 - Une asymptote verticale

Numérateur : 2x +1 - 3 quand x - 1.

Dénominateur : x — 1 - 0 ; son signe :

X — 0 1 +

o
+

x—1 -

— Adroite (x>1):x—1-0", donc

lim f(x) = % = 4o

+
x-1

— Agauche (x<1):x—1-0", donc lim, _ ;- fix) = % = —oo.

Interprétation : la droite x = 1 est asymptote verticale ; la courbe « monte » a droite
de 1 et « plonge » a gauche.

3,02 2,98 _
0.01 —0,01 = 2987

Réponse. —x a gauche de 1, +« a droite : asymptote x = 1.

— Controle : f(1,01) = = 302 et f(0,99) =

Correction de l'exercice 4 - Un trou ou une asymptote ?

a) Différence de carrés : x> —4 = (x —2)(x+2). Pour x # -2 et x # 2 :

_ X+ 2 _ 1
=+ = x=2

b) En -2 (forme % au départ) : avec la forme simplifiée, f(x) — _21_ 5 = —%. La limite est

finie : la courbe a un simple « trou » au point (—2 ; —%) pas d’asymptote.

En 2 : le numérateur vaut 1 et x — 2 - 0.
— Adroite, x—=2-0": filx) = 4+ ;

— agauche, x—2-0 : f(x) > —.

La droite x = 2 est asymptote verticale.

— Lecon : une valeur interdite ne donne pas toujours une asymptote ; il faut regarder si
le numérateur s’annule aussi.

Réponse. En —2 : limite —= ; en 2 : —» a gauche, +« a droite.

(=
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Chapitre 3 - Limites de fonctions 3

Correction de l'exercice 5 - Lever une forme 0/0 en factorisant

0

0 le numérateur s’annule en g, donc il se factorise par

En remplacant, on obtient
(x —a).
a)x*—9=(x—23)(x+3). Pour x # 3 :

x?—9

<=3 =x+3-6

b) 2 est racine de x* = 5x+ 6 (4 — 10 + 6 = 0) ; ’autre racine est 3 (produit des racines
= 6). Donc x?> — 5x + 6 = (x — 2)(x — 3) et, pour x # 2,

2
X _5X+6=X—3—’—1
x—2

— Pourquoi c’est licite : on simplifie pour x # a ; or une limite en a ne dépend que des
valeurs autour de g, pas en a.

— Interprétation : les deux courbes sont des droites « trouées » en un point.

Réponse. a) 6 - b) —1.

Correction de I’exercice 6 - Lever une forme 0/0 avec le conjugué

En remplacant : \/ZO_ 2 _ % On multiplie en haut et en bas par la quantité conjuguée
VX+4 +2:
(+4-2)(x+4+2) (xyay-a _ 1
x(\/x+4+2) x(\/x+4+2) IXx+4 + 2
(on a simpliﬁé par x # 0).
_1
— EnoO: = =,
J_ 4+2 4

Autre lecture : c’est le taux d’accroissement de g(x) = Jx + 4 entre 0 et x. Sa limite est

_1

0) = Ly

g 2J_ 4
Réponse. La limite vaut %

Correction de l’exercice 7 - Reconnaitre un nombre dérive

Si f est dérivable en a :

fx) = fla)

>]<-1_I:na X —d - f(a)
a)Avec f(x) =e*eta=0:f({0)=1, donc — —>f’(0)—e =1.
b) Avec fix) = sinx, a =0, fl0) =0 : % - sin’(0) = cos0 = 1.
c) Avec f(x) = e3> : fl0) = 1 et f(x) = 3e3*, donc la limite vaut f(0) = 3.
— Pourquoi : ces trois formes sont 8 ; factoriser est impossible, mais la définition du
nombre dérivé les résout d’'un coup.
n sin0,01 _
— Controle : 001 ~ 0,99998 v

Réponse.a)1-b)1-c) 3.
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Chapitre 3 - Limites de fonctions 4

Correction de I'exercice 8 - Deux valeurs interdites

Le numérateur vaut 1 ; tout se joue surle signe de x> -1 = (x—1)(x + 1) :

X —o0 -1 1 + o0

x? -1 +] 0 | —-]0]|+

— En -1~ (x < —1) : dénominateur —» 0%, donc
lim _f(x) = +o0
X - —

— En—-17 (-1 < x < 1) : dénominateur - 0, donc f(x) = —c.
— En 1" : dénominateur — 0 , donc f(x) —» —».

— En 1% : dénominateur —» 0¥, donc f(x) = +x.

Deux asymptotes verticales : x = -1 et x = 1.

— Cohérence : f est paire (f(—x) = f(x)), la courbe est symétrique par rapport a ’axe des
ordonnées, ce que confirment les limites.

Réponse. +oen -1 etenl’; —oen—-1"etenl1".

Correction de l’exercice 9 - Lire des limites sur une courbe

a) Lecture : la courbe plonge a gauche de la droite x = 1 et monte a sa droite ; elle se
rapproche de la droite y = 1 aux deux extrémités.

— lim, | 1-fix) = —, lim, _ 1+ fix) = + ;

— lim, _ ... f(x) = 1.

b) Démonstration :

— Enl1",x—-1-0", doncxl1 - 4oetf(x) > +x;enl ,x—1-0 etf(x) > —o.

— En o, x—1 - *o, donc

x11*0 et fix)—1

Conclusion : x = 1 est asymptote verticale, y = 1 asymptote horizontale. La courbe est
une hyperbole, image de celle de % par la translation de vecteur (1;1).

Réponse. —oenl, +oenl’, 1 en *w.
Correction de I'exercice 10 - Recoller deux morceaux

a) A gauche de 1, f(x) = x2, polynéme : on remplace.

m?ﬂm=12=1 lim fx) =2X1+a=2+a
X = +

x—-1

b) La limite en 1 existe si les limites a gauche et a droite sont égales (et égales a
f(1)=2+a):

— 24+a=1ea=-1.

— Pour a = —1, la courbe se raccorde sans saut au point (1; 1) ; pour toute autre valeur,
elle présente un saut de hauteur |1 + a|.

— Remarque : pour a = —1, la droite y = 2x — 1 est méme tangente a la parabole en
(1;1), puisque la dérivée de x? en 1 vaut 2.

Réponse.a) let2+a-b)a=-1.
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Chapitre 3 - Limites de fonctions

Correction de l’exercice 11 - Valeur absolue en zéro

On utilise la définition de la valeur absolue :

x| =xsix=0 x| = —xsix<0
a)Pourx>0:flx)=%X=1;pourx<0:flx)=X=-1.
— lim, _ ¢+ f(x) =1 et lim, _ - f(x) = —1 : pas de limite en 0 (saut).

2
b) Pourx > 0: g(x) = X FX =x+1-1.

X

2 _
Pourx <0:g(x) = XX =x-1--1.

— La encore, les limites latérales different : g n’a pas de limite en 0.
x|

— Piege : ne jamais simplifier - en 1 ; il faut distinguer les cas.

Réponse. f: 1 a droite, —1 a gauche - g : 1 a droite, —1 a gauche.

Correction de l'exercice 12 - Exponentielle d’un inverse

On compose les limites : on pose X = %

— A droite : X - 4+ quand x = 07, et e¥ = +» quand X — +«. Donc

lim e/ = 4+
x—-0"

— A gauche : X > —» quand x » 0, et e¥ - 0 quand X - —. Donc

lim e!’/*=0
x-0

Interprétation : d’'un c6té, I’axe des ordonnées est asymptote verticale ; de I'autre, la
courbe arrive « en douceur » a l’origine.

— Contréle : e/l =10~ 22026 ete °=4,5x107° v

Réponse. +« a droite de 0, 0 a gauche.

Correction de I'’exercice 13 - Coiut moyen de production

2
On simplifie d’abord : M(x) = % =x+ lxﬁ

a) Quandx—>0+:x—>0etlxﬁ—>+oo, donc

lim M(x) = +»

x—-0"
Interprétation : les 100 milliers d’euros de cotits fixes (machines, locaux) sont répartis
sur tres peu d’objets ; chaque objet colite alors extrémement cher.

100

b)En+°°ZX_’+°°etT

coiit variable x2.

— 0, donc M(x) — +«. Produire énormément fait exploser le
— Conséquence : entre les deux, il existe une production optimale. Avec
Mx) =1- @ elle est atteinte pour x = 10, avec M(10) = 20.
X
Réponse. a) +x (colts fixes) - b) +».
Correction de I’exercice 14 - Rendre une limite finie

a) Pour a = 0 : le numérateur tend vers 4 + 6 = 10 > 0 et le dénominateur vers 0.
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Chapitre 3 - Limites de fonctions 6

—En2+:%—>+oo;en2_:?—>—oo.

b) Si le numérateur tend vers un nombre non nul, la limite est infinie. Il faut donc que le
numérateur s’annule en 2 :

4+2a+6=0=a=-5

— Alors x2 —=5x+46 = (x —2)(x — 3) et, pour x # 2, f(x) = x — 3.
— La limite vaut 2 — 3 = —1.

— Meéthode : pour éviter une asymptote verticale en a, on impose que a soit aussi racine
du numérateur, puis on factorise.

Réponse. a) —x en2 , +x en 2" -b) a= -5, limite —1.
Correction de I’exercice 15 - Lentille et image a I'infini

a) Le numérateur tend vers 9 et x — 3 - 0" (car x > 3) :

lim p(x) = % = 4o

x-3
Interprétation : un objet placé tout pres du foyer donne une image rejetée a l’'infini —
c’est le principe du projecteur de diapositives ou de la lampe de phare.

b) En +« (méme degré en haut et en bas) :

__3
p(x) = 3 3

X

Interprétation : un objet tres lointain (une étoile) donne une image au foyer, a 3 cm de
la lentille — c’est pour cela qu’une loupe concentre les rayons du soleil en un point situé
a la distance focale.

— Controle : p(6) = 18 _ ¢ (objet et image symétriques a deux fois la focale) v

3
Réponse. a) +x : image a l'infini - b) 3 : image au foyer.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



