Chapitre 3 - Limites de fonctions 1

Plaquette 3 - Opérations et formes indéterminées

Limites de fonctions — Terminale spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Somme : [+ ; L+ (+o)=+4x; (+x)+ (+x) =+ ; mais (+x) + (—x) est
indéterminée.

Produit : / X (x») = o avec la regle des signes si/ # 0 ; © X o = « ; mais 0 X = est
indéterminée.

Quotient : J;OO =0; # =+ sif = 0; mais ¢ et % sont indéterminées.
Les quatre formes indéterminées :
o 0
0 — o0 0O X o = 6

Comment les lever :

— factoriser par le terme dominant (polynoémes, puissances, exponentielles) ;
— simplifier par (x — a) en un point a ;
— multiplier par la quantité conjuguée avec des racines ;

X
— croissances compareées : % > t+oetx"e*—>0en +»; xeX->0en —ow.

Composition : si u(x) = b et v(X) —» ¢ quand X - b, alors v(u(x)) — c.
- J

Correction de I'exercice 1 - Reconnaitre les formes indéterminées

On applique les tableaux d’opérations ; quatre formes sont indéterminées :
0 0

0 — o 0O X o = 6
a) (+) X (=3) : produit par un réel négatif, limite — .
b) (+x) + (—») : forme indéterminée.
c) 0 X (+x) : forme indéterminée.
d) % : numérateur positif, dénominateur qui tend vers 0 par valeurs négatives, limite

— 00,

e) ;—z : forme indéterminée.

f) _2—00 : un nombre fixe divisé par une quantité infinie, limite 0.

— Attention : « indéterminée » ne veut pas dire « la limite n’existe pas » ; cela veut dire
que les régles ne permettent pas de conclure sans transformer 1’expression.

Réponse. a) —x - b) FI-¢c) FI-d) —x - e) FI - f) 0.
Correction de I'exercice 2 - Une somme a trois endroits

On étudie chaque terme séparément, puis on applique la régle de la somme.
1
X
— EnO0":x2-0et % — 4+, donc f(x) — +w.

— En +o : x> > 4+ et =+ — 0, donc f(x) — +oo.
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— EnO :x —>Oet1—>—oo,doncf(x)—>—oo.

lim f(x) = +o 111101_f(x) = —

x—-0"

— Aucune forme indéterminée ici : un terme a une limite finie, I’autre impose la sienne.
— L’axe des ordonnées est asymptote verticale.

Réponse. +o en +x eten 0’ ; —wen 0.
Correction de l'exercice 3 - Un produit 0 fois infini

Chaque fois, un facteur tend vers 0 et I’autre vers +« : forme 0 X ». On développe ou
simplifie avant de conclure.

a)l(x2+1)=x+%—>+oo.

X _ 1 —
b)J—x —T—R(carx JX X Jx), donc la limite vaut O.

( — X 3—— donc

lim L (3x2-x) =3
( )

X — 4+ X2

— Lecon : la méme forme 0 X « donne ici +«, 0 et 3. C’est la définition méme d’une
forme indéterminée : le résultat dépend de la « vitesse » de chaque facteur.

Réponse. a) +« - b) 0 - c) 3.

Correction de l’exercice 4 - Infini moins infini, ou pas

3

a) En —o : x3 > —w et —100x? - —». La somme tend vers —« : pas d’indétermination.

b) En + : x3 = +o et —100x? » —, forme » — ». On factorise par le terme dominant :
i = 5(1 - 190)

La parenthese tend vers 1, donc f(x) = + .

c) f(50) = 125000 — 250000 = —125000 < 0 et
f(200) = 8000000 — 4000000 =4000000.

— La limite est +«, mais la fonction ne devient positive qu’a partir de x = 100 (racine de
100
1-57).
— A retenir : la limite décrit le comportement « a la fin », pas pour les valeurs
raisonnables de x.

Réponse. a) —x - b) +» - ¢) fne devient positive qu’apreés 100.
Correction de I’exercice 5 - Un quotient avec racine

Forme % (le numérateur est lui-méme une forme « — »). On factorise en haut et en bas
par x, le terme dominant :

2x—ﬁ_x<2_g> _2_%

x+1 ~ 1 1
x(1+7) 1+1

x

JX 1
— On a utilisé < = <
_ 1 1 2
X 0 et = - 0, donc la limite vaut & 1 = 2.
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— A retenir : /X est « négligeable » devant x en +w», comme x 1’est devant x2.

Réponse. La limite vaut 2.

Correction de I'exercice 6 - Factoriser un cube

En remplacant : % = % forme indéterminée.
Vérification de la factorisation :

(x—l)(x2+x+1)=x3+x2+x—x2—x—1=x3—1

3
—Pourx;tl:g

x—1
— Limiteenl1l:1+1+1=3.

=x2+x+1.

Autre regard : c’est le taux d’accroissement de x ~ x> en 1 ; sa limite est la dérivée 3x?
en 1, soit 3 v

— Généralisation : lim, _ 4 %
Réponse. La limite vaut 3.
Correction de I’exercice 7 - Deux conjugués en l'infini

Deux formes « — « avec des racines : quantité conjuguée, en utilisant

(@a—Db)a+b) =a%-b

a) On multiplie parV/x+ 1 +Jx — 1 en haut et en bas :

1)-(x-1) 2
\/X+1—\/X—1=(X+ = -0
Ix+1+/x—-1 Ix+1+/x-1
x? — (x% — 2x
b) x —Vx? —2x = ( )= 2x )
X +Vx2% — 2x X +x2 — 2x
— Pourx > 2 :yx%2—=2x = x 1—%,donc
2X _ 2

= —>%=1
x<1+\/1—%> 1+|1-2

— Controéle pour b) : en x = 1000, 1000 —/998 000 = 1,0005 v
Réponse. a) 0 - b) 1.
Correction de l'exercice 8 - Exponentielles en compétition

a) En +o, forme & . L’exponentielle domine : on factorise par e*.

e*(1—xe™) _1—xe™™
e*(1+xe™) 1+xe™™

fx) =

Par croissances comparées, xe *— 0 : f(x) - 1.

b) En —«, €* = 0 : c’est maintenant x qui domine. On factorise par x (x # 0) :

eX ) X
x( <% —1 e _
(X _ X 1

eX e~
x(S+1) S+l

fx) =
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X
— %~%=O, doncf(x)—>_T1=—1.
— Lecon : le terme dominant n’est pas le méme des deux coOtés.

Réponse. a) 1 -b) —1.
Correction de I'exercice 9 - Une différence d’exponentielles

En +o : e?X > 4+ et e¥ > 4+, forme o — «. On factorise par le terme dominant e?* :
fix) =e*(1—e™)

eX _
er

(car e ™). Or e ™* - 0, la parenthése tend vers 1, donc f(x) - +=.

Autre factorisation, souvent plus naturelle : f(x) = eX(e* — 1), produit de deux facteurs
qui tendent vers +c.
En —« : e?* > 0eteX— 0, donc f(x) » 0 — 0 = 0 (pas d’indétermination).

— Signe : f(x) = eX(e¥ — 1) est négatif pour x < 0 : la courbe approche 1’axe des abscisses
par en dessous.

Réponse. +x en +« ; 0 en —x,
Correction de l'exercice 10 - Composer avec une racine

On applique la limite d’'une composée : limite de l'intérieur, puis de 1’extérieur.
4x* + 1
x>+ 3

Extérieur : /X - /4 = 2 quand X - 4 (racine continue en 4).

2
lim /4x2_+1=2
X=te| x“+3

a) Intérieur : X = — 4 (quotient de méme degré).

b) Intérieur : X = ” =

Extérieur: eX - e L.

— La limite vaute™! = % ~ 0,368.
— Pieége : ne pas « passer la racine » terme a terme : V4x*+ 1 # 2x + 1.

Réponse. a) 2 - b) e L.

Correction de I’exercice 11 - Démontrer une croissance comparée

a) Pour x > 0, on divise l'inégalité par x > 0 (le sens est conserveé) :

e _1 X
— Le membre de droite tend vers 0 + 1 + o = 4.

X
— Par comparaison (minoration), 67 - 4o,

b)xe =X =1,
e’ er
X

— Le dénominateur tend vers +« d’apres a), donc xe ™ - 0.

X
— Pourquoi le terme en x* : avec seulement e* = 1 + x, on obtiendrait £- = % +1, qui
tend vers 1 — insuffisant pour conclure.
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Réponse. a) +x - b) 0.
Correction de l'exercice 12 - Corriger un raisonnement

a) +o — o« n’est pas un calcul : c’est une forme indéterminée. « L’infini moins l'infini »
n’a aucune raison de valoir O ; le résultat dépend de la vitesse a laquelle chaque terme
grandit.

b) On factorise par le terme dominant :

x2—x=x2(1—%)—>+°°

car la parenthese tend vers 1.

c) Il suffit de prendre u(x) = x + 5 et v(x) = x : les deux tendent vers +=, et u(x) —v(x) =5
pour tout x.

— De méme, u(x) = x? et v(x) = x donnent + ; u(x) = x et v(x) = x> donnent —o.
— Moralité : une forme indéterminée peut conduire a n’importe quel résultat ; seule
une transformation de I’expression permet de conclure.

Réponse. a) FI, pas0-b) +o-c)u=x+5,v=x.
Correction de l’exercice 13 - Polynome et racine

Forme « — «. On factorise par J/x (car x = Jx X JX) :
x—3/X =X ({x — 3)
— JX = +o et Jx — 3 = +x, donc le produit tend vers +.
Signe sur ]0; + [ : /x > 0, donc le signe est celui de /x — 3.
— /X —-3>0eyx >3 = x>9 (la fonction carré est croissante sur [0; +o]).

— Bilan : x — 3/x > 0 sur ]9; +[ ; la factorisation sert a la fois pour la limite et pour le
signe.

— Controle :enx=16,16-12=4>0;enx=4,4-6=-2<0v

Réponse. Limite +© ; x —3/Xx > 0= x > 9.

Correction de I'’exercice 14 - Discuter selon un parametre

)

Sim # 0, le terme dominant est mx?3 :

x|~

gx) = x3 (m —

La parenthése tend vers m, et x3 > +w.

— Sim>0:g(x) - +ow.
— Sim<0:g(x)— —o.

Sim=0:gkx) = —x2% - —o (le terme de degré 3 a disparu).

Valeurdem | m<0 | m=0| m>0

lim, - 4+ g(x) —o0 —o0 + o0

— Piege : pour m = 0, la factorisation par x°3 reste vraie mais donne la forme (+) x 0 : il
faut traiter ce cas a part.

— Controle pour m = 0,01 : g(1000) = 10000000 - 1000000 >0 v

Réponse. +xsim>0; —osim=0.
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Correction de I'exercice 15 - Etude compléte des limites

a)x*—3x+2=(x—1)(x—2)s’annuleen 1 et 2 : D;=R\ {1;2}.

b) En +» (méme degré) : fix) - % =1.

En 1 : le numérateur tend vers 1 — 4 = —3. Signe du dénominateur (x — 1)(x — 2) pres de
1:x—2=-1<0, donc

—enl ,x—1 <0 etle produit est positif : a—f - —;

—enl", x—1>0 etle produit est négatif : 6—§ - 400,

En 2 : forme % On factorise : x> —4 = (x — 2)(x + 2), et pour x # 2,

_X=2)x+2) _x+2 4 _
=6 -Dx=2 " x=1 14

c) Asymptotes : horizontale y =1 en *x ; verticale x = 1. En x = 2, pas d’asymptote : la
limite est finie (trou au point (2; 4)).

Réponse. y=1en +x ; x = 1 (limites — puis +») ; en 2, limite 4.
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