Chapitre 14 - Variables aléatoires (lois) 1

Plaquette 3 - Loi binomiale

Variables aléatoires (lois) — Terminale spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Schéma de Bernoulli. On répete n fois, de fagcon indépendante, une épreuve a
deux issues (succes de probabilité p). Le nombre X de succes suit la loi binomiale

B(n;p) :
P(X = k) = (Z)pk(l _p" % (©O=k=n)

(Z) compte les chemins de ’arbre comportant k succes.

Espérance, variance :

EX)=np VX)=np(l-p) oX)=/np(l-p)
Complémentaire : PX=1)=1-(1-p)";PX=k)=1-PX <k -1).
Calculatrice : « binomFdp » donne P(X = k), « binomFRép » donne P(X < k).

Fréquence F = }_n( : E(F) = pet o(F) = \/M

A Des tirages sans remise ne sont pas indépendants : la loi n’est pas binomiale
(mais elle en est proche si la population est grande).
- J

Correction de I'exercice 1 - Reconnaitre une loi binomiale

La loi binomiale exige : épreuves identiques, indépendantes, a deux issues, en
nombre fixé n, et X = nombre de succes.

X ~B(n;p)
a) Oui : 5 tirages indépendants (avec remise), succes « rouge » de probabilité 0,3 :
X ~ B(5;0,3).

b) Non : sans remise, la probabilité de tirer une rouge change d’un tirage a 1’autre (les
tirages ne sont pas indépendants).

c) Non : le nombre de lancers n’est pas fixé a I’avance ; X ne compte pas des succes
parmi n épreuves (c’est le rang du premier succes).

— Rédaction : a I’écrit, on énonce toujours les conditions du schéma de Bernoulli avant
d’écrire X ~ B(n; p).

Réponse. a) B(5;0,3) - b) non - ¢) non.

Correction de I'exercice 2 - La loi complete d’une petite binomiale

a) Avec p =1 —-p = 0,5, chaque chemin a la probabilité 0,5% = % :

P(X=k)=(i>x%
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K 0ol 1]2]3]a
_ 1 4 | 6 |4 |1
PX=K | 76 | 76 | 16 | 16 | 16

—_

(on reconnait la ligne 4 du triangle de Pascal).
b)EX)=4x05=2etV(X)=4x0,5x0,5=1.

— Symeétrie : pour p = 0,5, la loi est symétrique autour de % v

5 (1.4 .6 .4 1)\ p_ =

Reéponse. L01(16, 16°16° 16" 16) ; E=2,V=1.
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Loi binomiale B(4 ; 0,5)

Correction de l'exercice 3 - Six lancers de dé

a) 6 lancers identiques et indépendants, chacun avec deux issues (« 6 » de probabilité 1

61
ou non) :X~B(6;%).

b) Formule :

P(X=0) = (%)6 ~0335 PX=1)= (?)%(%)5 - (%)5 ~ 0,402

— Complémentaire : P(X =2)=1-0,335-0,402 = 0,263.

— Surprise : en 6 lancers, on n’obtient pas « forcément » un 6 ; ¢c’est méme le cas une
fois sur trois.

— Espérance : E(X) =6 X % = ] six en moyenne.

Réponse. P(X =0) = 0,335; P(X=1) = 0,402 ; P(X = 2) = 0,263.
Correction de l’exercice 4 - Espérance et écart-type

a) On applique les formules de la loi binomiale :
EX)=np=50x0,2=10 V(X)=np(l-p)=50x%x0,2%x0,8=8
— o(X) =/8 = 2,83.

b) Sur un grand nombre de journées de 50 clients, on vend en moyenne 10 produits par
jour.

— Ordre de grandeur de la dispersion : la plupart des jours, le nombre de ventes sera
compris environ entre 10—-2x2,8=4et10+2x 2,8 = 16.

Réponse. E(X) = 10 ; V(X) =8 ; 0o(X) = 2,83.
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Correction de l'exercice 5 - Lancers francs

X, le nombre de réussites, suit B(8;0,75).
a) Calcul :

P(X = 8) = 0,75° = 0,100
b)PX=7)=PX="7)+P(X = 8), avec
— PX=7)= (‘;) x 0,757 x 0,25 = 8 x 0,1335 x 0,25 = 0,267 ;
— P(X=7)=0,267+ 0,100 = 0,367.

— Interprétation : un tireur a 75 % ne réussit sa série de 8 qu'une fois sur dix.
— Espérance : 8 X 0,75 = 6 réussites en moyenne.

Réponse. a) = 0,100 - b) = 0,367.
Correction de I’exercice 6 - A la calculatrice

La calculatrice donne la fonction de répartition P(X < k) (« binomFRép »). On s’y
ramene :

PX=k)=1-PX=<k-1) Pa<X=b)=PX=b)—PX=aqa)

a) PX =10) = 0,2915.
b)PX=15)=1-PX=<14)=1-0,8246=0,1754.
c)P(10<X=14)=PX=14)-PX=10)=0,8246-0,2915=0,5331.

— Controle : 0,2915+0,5331+0,1754 =1 v (les trois intervalles couvrent toutes les
valeurs).

— Piege : P(X =15) # 1 — P(X = 15) ; il faut s’arréter a 14.
Réponse. a) = 0,292 - b) = 0,175 - ¢) = 0,533.

Correction de I'exercice 7 - Un seuil de 95 %

On parcourt la table de P(X < k) a la calculatrice :

— P(X =15) = 0,903 ;
— P(X =16) = 0,952.
k=16

— Interprétation : dans 95 % des cas au moins, X ne dépasse pas 16 ; une valeur de 17
ou plus est « rare » (moins de 5 % des cas).

— Usage : ce type de seuil sert a définir des zones de rejet en statistique — si I’on
observe X = 17, on peut douter de 1’hypothese p = 0,4.

Réponse. k = 16.
Correction de I'’exercice 8 - Un jeu avec trois dés

a) On recoit 5X euros et on a misé 3 € : G = 5X — 3.

b) X ~ 3(3; %) donc E(X) = 3 x % = % Par linéarité :

- —3=2_3=-1
E(G)=5EX)-3=3-3= -7

Le jeu n’est pas équitable : le joueur perd en moyenne 0,50 € par partie.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 14 - Variables aléatoires (lois) 4

— Pour le rendre équitable, il faudrait recevoir g euros par six avec g - 3,s0itg==6¢€.

2
— Intérét : on n’a pas eu besoin de la loi de G ; I’espérance de X suffit.

Réponse. a) G =5X -3 - b) E(G) = —0,5 € : défavorable.
Correction de I'exercice 9 - Retrouver les parametres

On écrit les deux formules :
np==6 np(l —p) =4,2

4,2
6

— En divisant la seconde par la premiere : 1 —p = = 0,7, donc p =0,3.

Puis n 0.3 20.

X ~ B(20;0,3).
— Vérification : 20x 0,3 =6 v et20x0,3x0,7=4,2 v
— Remarque : pour une binomiale, on a toujours V(X) < E(X) (car 1 — p < 1).

Réponse. n =20 et p =0,3.
Correction de I’exercice 10 - La fréquence de succes

a) X ~B(n;0,5) et F = 1x:

EF)=%x05n1=05 VE)=1x025n=2 o) =2
b)-n =100 : o(F) = (i'g = 0,05 ;
N =400:0(F) = %5’ = 0,025

Constat : multiplier le nombre de lancers par 4 divise ’écart-type par 2. La fréquence se
concentre autour de 0,5 quand n augmente, mais lentement (en ln).

i

— Lien : c’est la base de la loi des grands nombres et des intervalles de confiance des
sondages.

Réponse. a) E(F) = 0,5, o(F) = % - b) 0,05 puis 0,025.

Correction de I’exercice 11 - Symétrie de la loi

a) Y compte les échecs parmi les n épreuves. Un échec a la probabilité 1 — p, et les
épreuves restent indépendantes : Y ~ B(n; 1 — p).

Parle calcul : P(Y = k) = P(X = n — k) = (n n k)p"—ku _p)k= (Z)(l — p)*p"k qui est
bien la formule de B(n; 1 — p) (symétrie des coefficients binomiaux).
b)Sip= % alors 1 —p =p: X etn—X ontla méme loi, donc

PX=k)=PX=n-k)

— Graphiquement : le diagramme de B (n ; l) est symétrique par rapport a

2
Réponse. Y compte les échecs : Y ~ B(n; 1 — p) ; symétrie pour p = %

n
5
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Correction de I’exercice 12 - Un effet secondaire rare
a) 1 000 patients, réactions indépendantes, chacun présente 1’effet avec la probabilité
0,002 : X ~ B(1000;0,002).
b) Aucun cas :
P(X =0)=0,998""° = 0,135
— P(X=1)=1-0,135=0,865.
— E(X) =1000 x 0,002 = 2 cas en moyenne.

— Interprétation : méme un effet « rare » a 86 % de chances d’apparaitre au moins une
fois sur 1 000 patients. C’est pourquoi les essais cliniques portent sur de grands
effectifs.

Réponse. a) B(1000;0,002) -b) =0,135; = 0,865 ; E(X) = 2.
Correction de l'exercice 13 - La surréservation

a) 52 passagers indépendants, chacun présent avec la probabilité 0,9 : X ~ B(52;0,9).

b) Il y a un probleme si plus de 50 passagers se présentent :

PX=51)=PX=51)+P(X =52) = (gf)o,gm x 0,1 +0,9°2

— A la calculatrice : P(X = 51) = 0,0243 et P(X = 52) = 0,0042, soit P(X = 51) = 0,028.

— Interprétation : dans moins de 3 % des vols, des passagers seront refusés ; en
contrepartie, la compagnie évite de voler avec des sieges vides (en moyenne
E(X) = 46,8 passagers se présentent).

Réponse. a) B(52;0,9) - b) = 0,028.
Correction de I’exercice 14 - Un prétendu voyant

a) Si elle répond au hasard, chaque réponse est juste avec la probabilité 0,5,
indépendamment : X ~ B(10;0,5).

()

b)AveCP(X=k)=m

(9)+(2)+ ()
_\ 8 9 10/ _ 45+4+10+1 _ 56 _
PX =8) = 1024 =~ To24 " 1024~ 005

— Environ 5,5 % des personnes répondant au hasard obtiendraient un tel score : c’est
peu probable, mais pas exceptionnel. Si l’on teste 20 « voyants », il est normal que
I'un d’eux réussisse.

— Démarche scientifique : pour conclure, il faudrait un test plus long (100 cartes, par
exemple), ou le hasard ne peut plus produire un score élevé.

Réponse. a) B(10;0,5) - b) % =~ 0,055 : pas convaincant.

Correction de l'exercice 15 - Avec ou sans remise dans une grande urne

a) Sans remise, a chaque tirage il reste une boule de moins :

_ 900 . 899 _ 898 _ 897 _ 896 _
P'= 7000 % 999 X 998 X 997 X 996 ~ 0-2898

b) Modele binomial (comme avec remise) : P(X = 0) = 0,95 = 0,59049.
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— L’écart n’est que d’environ 0,000 7 : le modele binomial est une excellente
approximation.

— Pourquoi : retirer 5 boules sur 1 000 modifie a peine la proportion de rouges ; les
tirages sont « presque » indépendants.

— Regle pratique : on assimile un tirage sans remise a un tirage avec remise quand
I’échantillon est petit devant la population — c’est ce qu’on fait dans les sondages.

Réponse. a) = 0,5898 - b) 0,5905 : approximation excellente.
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