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MATHEMATIQUES

Calcul intégral
Terminale STI2D

Intégrale o Aire sous la courbe e Méthode des rectangles e Primitive
F(b) — F(a) e Relation de Chasles e Linéarité e Valeur moyenne e Energie

Repéres du programme

Ce cours suit le programme de ’enseignement de spécialité physique-chimie et mathé-
matiques, classe terminale STI2D (programme de 2019), partie mathématiques, « Calcul
intégral ». Il couvre :

— intégrale d’une fonction positive comme aire sous la courbe ; approximation par la méthode
des rectangles;

. . . . a b
— extension aux fonctions de signe quelconque; convention [' f = — [’ f;
— linéarité, positivité, croissance, relation de Chasles;

— calcul par une primitive : f;f(x) dz = F(b) — F(a); la fonction @ — [ f(t)dt a pour
dérivée f;

— valeur moyenne; aire entre deux courbes; applications physiques (énergie, distance).

Objectif : interpréter une intégrale comme une aire, 'approcher par des rectangles, la calculer a
I’aide d’une primitive et 'utiliser pour des aires, des valeurs moyennes et des grandeurs physiques.
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1. Intégrale et aire

Intégrale d’une fonction positive

b
Soit f continue et positive sur |a;b]. L’intégrale de f de a a b, notée ) dx, est ’aire (en
p g

a
unités d’aire) du domaine compris entre la courbe, I’axe des abscisses et les droites z = a et
x=b.

0.5 1 1.5 2

L’aire sous y = 22 entre 0 et 2 (en bleu), approchée par défaut par 4 rectangles (en orange).
b bl (e}

Méthode des rectangles

On partage [a;b] en n intervalles de largeur Az = b_Ta et 'on additionne les aires des rectangles
de hauteur f(x;) : Z f(z;) Az. Plus n est grand, meilleure est ’approximation.

(3
def rectangles(f, a, b, n):
dx = (b-a) / n
s =0
for i in range(n):
s =8+ f(a+ i *dx) * dx
return s

Pour f02 x?dr avec n = 4 : rectangles a gauche 0,5 x (0 + 0,25 + 1 + 2,25) = 1,75, & droite
0,5 x (0,25 + 1+ 2,25 +4) = 3,75. La valeur exacte, % ~ 2,67, est entre les deux.

Fonction de signe quelconque

Si f est négative sur [a;b], f; f(x) dx est 'opposé de l'aire. Si f change de signe, I'intégrale est
la somme des aires au-dessus de ’axe moins celle des aires au-dessous. On pose aussi f; f=0

et fbafz_f;f'
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2. Calcul a l’aide d’une primitive

Théoréme fondamental

Si f est continue sur [a;b] et si F' est une primitive de f :

b
/ f(z)dz = [F()]2 = F(b) - F(a)

xX
De plus, la fonction = / f(t) dt est la primitive de f qui s’annule en a : sa dérivée est f.
a

( 2
2 3
— / 22 dx = [m_] =§.

3
— /1 (2rx+1)dx = [$2+$]?:12—2:10.

s
.

J/

T 2
— / sinxdr = [— cosac]z)r =141 = 2, mais / sinzdxr = 0 : les aires au-dessus et
0

0
au-dessous de ’axe se compensent.

-
-

3. Propriétés

Regles de calcul

Pour f, g continues et k réel :
— lindarité : [*(f+g)=[2F+ [Pget [Pkf=k [ F;

b c c
— relation de Chasles : / [+ / f= / f
a b a

— positivité : si f > 0 sur [a;b] (a <), alors fff >0;

— croissance : si f < g sur [a;b], alors f;f < f: g.
\

Aire entre deux courbes

b
Si f > g sur [a;b], Paire comprise entre les deux courbes est / (f(:v) — g(:p)) dx.

\\

s
&

~
J

1
1
Entre y = z et y = 22 sur [0; 1] (01‘1:1323:2):/ (:c—xQ)d:c:§
0

-

\\§
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4. Valeur moyenne et applications

Valeur moyenne

1 b
La valeur moyenne de f sur [a;b] (a < b) est |y = / f(z)dz|: c’est la hauteur du

b—a

rectangle de base [a;b] de méme aire.

J
~ p\
f(z) = 22 sur [0;3] : f03 z?dr = 9, donc p = 3 = 3. La valeur moyenne de sin sur [0; 7] est

2 ~ 0,64
\ J

Energie et distance

— L’énergie regue est U'intégrale de la puissance : une puissance P(t) = 2t kW pendant 3
heures fournit fo?’ 2t dt = 9 kWh.

— La distance parcourue est 'intégrale de la vitesse : avec v(t) = 3t m/s, entre 0 et 2 s,
2 942
d= [;3t*dt =8 m.

5. Erreurs classiques

A éviter

— Confondre intégrale et aire quand f change de signe : Iaire se calcule morceau par morceau.

— Calculer F(a) — F(b) au lieu de F(b) — F(a).

— Oublier le facteur ﬁ dans la valeur moyenne.
— Se tromper de primitive : une primitive de sin est — cos.
\ J

6. Fiche de synthese

Aire f>0: f; f = aire sous la courbe

Calcul S f=F@®) = Fa); (J7f) =f

Chasles f;f—i—fbcf =[°F

Entre deux courbes f > g: f;(f )

Valeur moyenne f= f; f

Rectangles > flx)Ax
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7. Exercices d’application

Exercice 1 — Calculs

1 /2
Calculer / (322 + 1) dx et / cos z dz.
0 0

Exercice 2 — Valeur moyenne

Calculer la valeur moyenne de f(t) =4 —t sur [0;4].

Exercice 3 — Aire

Calculer 'aire du domaine compris entre la courbe de f(x) = 4 — 2% et I'axe des abscisses, sur
[—2;2].

Exercice 4 — Energie

Un appareil absorbe la puissance P(t) = 3 — 0,5t (en kW) pendant 4 heures. Calculer 1’énergie
consomimeée.

8. Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1

/2
g =

Corrigé. [m?’ + x](l) =Pk [sin x]
Corrigé de ’exercice 2

4 42 4 8
Corrigé. / (4 — t) dt = |:4t — —:| =8, donc u=-=2.
0 2 0 4

Corrigé de l’exercice 3

372
2
Corrigé. f > 0 sur [-2;2] : [4x - %] = (8 — §> — (—8 + §) _ 32 u.a.
-2

Corrigé de I’exercice 4

4
Corrigé. / (3 - 0,5t) dt = [3t — 0,25]) = 12 — 4 = 8 kWh.
0
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