Chapitre 14 - Composition de fonctions 1

Plaquette 1 - Composer, dériver et primitiver u’f(u)

Composition de fonctions — Terminale STI2D
Corrections détaillées

Boite a outils

Formules du cours.
— Composée : (f- u)(x) = flu(x)) ; on calcule d’abord u(x), puis on applique f.
— Dérivée d’une composée :

(feu)(x) =u'(x) X f(u(x))

— Cas particuliers a connaitre :

uys ’ u r__ i ny- — ’ n-—1 ’— u’
(eYY=u'e (lnu)—u (u™' ' =nu'u Vu T
— (cos(u)) = —u'sin(u) et (sin (u)) = u’cos (u).

— Primitives (lecture inverse des formules ci-dessus) :

Forme Primitive
uet et
L (avec u > 0) Inu
n+1
uun u
n+1
o
— 2Ju
i yu

— Meéthode : pour primitiver, on pose u, on calcule u’, et on vérifie que I’expression
est bien de I'une des formes ci-dessus — au besoin en ajustant un coefficient.

— Controle systématique : on dérive la primitive obtenue.
o J

Correction de I’exercice 1 - Calculer des images composées

— a) On calcule d’abord u(3) = 7, puis f(7) = 49. Donc (f° u)(3) = 49.
— b) On calcule d’abord f(3) = 9, puis u(9) = 19. Donc (u - f)(3) = 19.
— ¢) Non : 49 # 19. La composition n’est pas commutative, 1’ordre est essentiel.
— Expressions générales : (fe u)(x) = (2x + 1)2 et (u°fHx) =2x%+ 1.

Réponse. a) 49 - b) 19 - ¢) non, la composition n’est pas commutative.
Correction de I’exercice 2 - Identifier u et f

On repere la « fonction intérieure » u et la « fonction extérieure » f.

— a)ux) =3x—1et fiX) =eX

— b ux)=x>+1etfiX)=InX.

— c)u(x) =5x+2 et AX) =/X.

— d) u(x) = 4x - 3 et fIX) = X°.

— Cette identification est I’étape indispensable avant toute dérivation.
Réponse. a) 3x— 1 eteX-b)x2+ 1 etlnX-c) 5x + 2 et VX - d) 4x — 3 et X°.
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Chapitre 14 - Composition de fonctions

Correction de I'exercice 3 - Dériver une exponentielle composée

Formule du cours : (e¥) =u'e".
a)u=5x, U =5:f(x)=5e>
b)u=-0.2x, u'=-0,2:g(Kx) =-0,2e" 9%
cu=x%u =2x:hKx) =2xeX.
Pieége. On n’oublie pas le facteur u’ : la dérivée de e°* n’est pas e’~.

Réponse. a) 5¢° - b) —0,2e%2% . ¢) 2xe X"
Correction de l’exercice 4 - Dériver un logarithme composé

Formule du cours : (Inu) = %

A u=3x+4,U=3:f(x) ==

3x+4°

D u=x2+1,u =2x:g(x) = —2X_
) gx) Gl
—Ccu=e*+1 u'=e"-h’(x)=‘37X
’ ' eX+1°

— Remarque sur b) : le dénominateur x? + 1 est toujours strictement positif, donc g est
définie sur R tout entier, et g" a le signe de x.

X

3 ) 2X e

Réponse. a) W) ‘b o1 - C) X1

Correction de I’exercice 5 - Dériver une puissance et une racine

1

a) Formule (u™)’ ' =nuu™ *avecu=2x+3, u=2,n=4:

Fx)=4x%x2x(2x+3)°=802x+3)°

b) Formule (JiI)’ = 2u—m avecu=4x+1 u =4 :

4 _ 2
2/4x+1 Jax+1

gx) =

Réponse. a) 8(2x +3)° - b) —2
4x + 1

Correction de I'’exercice 6 - Dériver une composée trigonométrique

Formules du cours : (cosu) = —u’'sinu et (sinu)" = u' cosu.
— Pour u : la fonction intérieure est 100mt, de dérivée 100, donc
u'(t) =12 x (—=100msin (100mt)) = —1 200 sin (10011t)

— Pouri: la fonction intérieure est 50t + 1, de dérivée 50, donc
i'(t) =3 x50cos(50t+ 1) =150cos (50t + 1).

— Application physique : si u est une tension, u” intervient dans le courant d’un
condensateur,i =Cu’'.

Réponse. u'(t) = —1200msin (100mt) et i'(t) = 150 cos (50t + 1).
Correction de I'exercice 7 - Primitive de la forme u’e”™u

Forme du cours : une primitive de u"e" est e".

’ ) . , 2
— a)Avecu=x%onau =2x:1 expression est exactement u'eY, donc F(x) = e*X.
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— b) Avec u = 3x, u" = 3 : il manque le facteur 3. On ajuste : e3X = % x 3e3*, donc

3x
_e
Gx) = 3
XZ
— c)Avecu=x2 u =2x:o0naxeX = % x 2xeX’, donc H(x) = e2 .
2
— Controle de c) : H(x) = % =xeX = h(x). Correct.
, 2 e3x ex2
Réponse. a) e* - b) 3 C) 5

Correction de l'exercice 8 - Primitive de la forme u’/u

Forme du cours : une primitive de % (avec u > 0) est Inu.

— a)u=x*>+1etu =2x:'expression est exactement % donc F(x) = In(x* + 1).

— b) u=2x+5, u =2 :il manque le facteur 2, donc G(x) = %ln(Zx + 5).

2 , . X 1 2X 1 2
— c)u=x*+3,u =2x:on eécrit ==X , donc H(x) = =1n(x* + 3).
: x*+3 2 x?+3 ) =3 Int )
— 5 . G'(x) = L 2 __ 1
Controle de b) : G'(x) 2X2x+5 2X+5.Correct.

Réponse. a) In (x2 + 1) - b) %ln(Zx +5)-¢) %m (x2 + 3).

Correction de I'exercice 9 - Primitive de la forme u’'u™n

n+1
Forme du cours : une primitive de u'u" est z T
a)u=x%>+1, u =2x, n=23:l'expression est exactement u'u3, donc
4
x*+1)
Fix)=>—">1
(0 =27

b) u=3x+ 2, u" =3, n=4:il manque le facteur 3, donc
1, Bx+2)° _ 3x+2)°

GO =3z x—3 15
4
— Controle de b) : G'(x) = 53 xl(gx +2) = (3x+ 2)4 = g(x). Correct.
. oG+t Bx+2)°
Reéponse. a) 1 b) —15

Correction de I'exercice 10 - Primitive de la forme u’/vVu

u

TR de primitive 2/u :

a) Avec u = x>+ 16 > 0 et u’ = 2x, on fait apparaitre la forme

— fl) = % x =X

Vx2+ 16 .

F(x) =%><2\/x2+16 =x%2+16

— Contrdle : F'(x) = 2x = X . Correct.
2/x2+16 Jx2+16

b) [ofix)dx = F(3) = F(0) =25 —J16 =5—4 = 1.
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Chapitre 14 - Composition de fonctions 4

_ Le coefficient L et le facteur 2 de la formule se compensent : c’est pourquoi la

2
primitive est si simple.

Réponse. a) F(x) = x2 + 16 - b) 1.
Correction de I’exercice 11 - Exponentielle et logarithme dans les deux sens
a) On applique d’abord u, puis In :

(few() =In(e>+1)

— e+ 1 >1> 0 pour tout réel x : fo u est définie sur R.

b) On applique d’abord In, puis u : (u° H(x) = e2"X+ 1.

— 2lnx=1In (xz) et e™ =X, donc (u-f)(x) = x*> + 1, pour x > 0 seulement.
o) (few)(1)=In(e*+1)=2,127et (ueN(1) =1+1=2.

— Les deux résultats different : I’ordre de composition compte, méme avec des fonctions
réciproques.

Réponse. a) In(e>+1)surR-b) x>+ 1-c) = 2,127 et 2.

Correction de l'’exercice 12 - Intégrale d’'une composée

— On a vu qu’une primitive de xeX est ez" .
! 2 e’ : e_1_e-1
Joxe dx:[ 2 ]Ozi_iz 2
— Valeur approchée : % ~ 0,859.

— Controle de vraisemblance : sur [0; 1], la fonction varie de 0 a e = 2,72 ; une aire
d’environ 0,86 est plausible.

Réponse. % ~ 0,859.

Correction de I'’exercice 13 - Variations d’'une composée

a) Avecu = —x%, u = —2x :
fx) =-2xe™

b) L’exponentielle étant strictement positive, le signe de f est celui de —2x : positif pour
x < 0, négatif pour x > 0.

Intervalle ]— ;0] [0; +oof
Signe de f(x) + -

Variations de f | croissante | décroissante

— Maximumen x =0 : f(0) =e® = 1.
— La courbe obtenue est la fameuse courbe en cloche, symétrique par rapport a I’axe
des ordonnées.

s —x2 . . , . .
Réponse. a) f(x) = —2xe™ - b) croissante puis décroissante ; maximum 1 en x = 0.
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Correction de I’exercice 14 - Probleme : puissance instantanée

a) p(t) = 10e2% x 0,5e 2% = 5740 (en watts).

—20t —40t

— On additionne les exposants : e 2% x e
b) p(0) = 5 W.
— p(0,05) =5e?=5x0,13534 =~ 0,68 W.

=€

I . ys s . . ey —40t 58_40t e—40t
c) L’énergie est 'intégrale de la puissance. Une primitive de 5e est — 0 -8
0,05 —40t %05 -2
- —40t 34 — | _€ __¢€ 1
E=[, 5etdt [ - ]O s

_1-013534 _ 0,86466
8 8

Réponse. a) p(t) = 5e *% - b)5Wet = 0,68 W-c)E = 0,108 J.

~ 0,108 J.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : étude complete

a) x2+4 = 4 > 0 pour tout réel x : le logarithme est donc toujours défini, et f’est sur R.

b)Avecu=x*+4etu =2x:

_ _2x
A x?+4

— Le dénominateur est strictement positif, donc f a le signe de 2x : négatif pour x < 0,
positif pour x > 0.

Intervalle ]— ;0] [0; 4o
Signe de f(x) - +

Variations de f | décroissante | croissante

c) f(0) =1n4 = 1,386.
— f(2) =1In8 = 2,079.
— Le minimum de fest donc In4 = 1,386, atteint en x = 0.

— Cohérent : x? + 4 est minimal en 0, et In étant croissante, elle atteint son minimum au
méme endroit.

2X
x?+4

Réponse. a) x>+4>0-b) f(x) =
In4 = 1,386.

, décroissante puis croissante - ¢) minimum
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