Chapitre 14 - Composition de fonctions 1

Plaquette 3 - Dériver une composée : chaine, tangentes, signaux

Composition de fonctions — Terminale STI2D
Corrections détaillées

Boite a outils

Dérivée d’une composée et formules associées.
— Reégle de la chaine :
(flu(x))) = u'(x) X f(u(x))

— Cas affine : (flax + b)) = af(ax + b).
— Formules usuelles :

’

Uy — ./l /_i ny, _ royn—1 r—_u
ey =u'e (lnu)—u u™ nuu WVu) VT
— Signaux : (cos (wt + @) = —wsin (wt + @) et (sin (wt + @))’ = w cos (wt + @).
— Produit et quotient : (uv) = u'v+uv et (%) = w
v

— Tangente en a : y = f(a) (x — a) + fla).
— Physique : la vitesse est la dérivée de la position, l'intensité dans un condensateur

i — cdu
vauti =C at
— Reéflexe : e" est toujours strictement positive, donc le signe de u’ e est celui de u'.
o J

Correction de I'exercice 1 - Composées avec une fonction affine

Quand l'étage intérieur est affine, u(x) = ax + b, la regle de la chaine se réduit a :
(flax + b)) = af(ax + b)

a)a=2etfAX)=X*:4x202x-3)°=802x-3)>

b)a=-2etf=exp:—2e>" 2

_ —1n._ 4
c)a—4etf—1n.4x+1.

. , 3
d) a = 3 et fla racine carrée : —=2—.
) f 2y3x + 6
e)a=2etf=sin: 2003(2t+%).

— Controle rapide : dans chaque résultat on doit voir apparaitre le coefficient a de
I’étage intérieur. S’il manque, la dérivée est fausse.

Réponse. a) 8(2x — 3)° - b) —2e5- 2. ¢) 4X‘i1 ) T?+6 -e) 2cos (2t + ).

Correction de l'exercice 2 - Trouver l'erreur

Les quatre erreurs sont la méme : I’éleve a dérivé la fonction extérieure mais oublié de
multiplier par u'.

(flw) =u x f(u)
a)u=x%u =2x: (e"2>’ =2xeX.

bu=x2+1,u =2x: (In(3+1)) = 22,
x“+1
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Chapitre 14 - Composition de fonctions 2

u=3x+1,u=3:(3Bx+1)°) =153x+1)*
dDu=—-x,u=-1:(e%=—-e"

— Test pour détecter I’erreur : en d), e ™ est décroissante, sa dérivée doit donc étre
négative. La réponse de 1’éléve, toujours positive, est impossible.

Réponse. a) 2xeX - b) % -c) 15(3x + 1)4 -d) —e™.
X

Correction de I’exercice 3 - Un produit avec une composée

a) f est un produit u X v avec u(x) = x et v(x) = e 2%
(uv) =uv+uv

— u'(x) = 1 et, par la régle de la chaine, v'(x) = —2 e,

— ) =e P +xx(-2e7>) = (1 -2x)e >

b)e™>*>0:le signe de f(x) est celui de 1 — 2x.

Intervalle ] —; %}

Signe de f(x) + -

Variations de f | croissante | décroissante

— i = l . l = l -1 = L

Maximum en x 5 'f(Z) 5 e 56

— Meéthode : on factorise toujours par 1’exponentielle ; le signe se lit alors sur le facteur
restant.

~ (,184.

2X. b) maximum — =~ 0,184 en x =

Réponse. a) f(x) = (1 —2x)e” 2e

N~

Correction de l'exercice 4 - Un quotient d’exponentielles

a) Quotient% avecu=e*etv=1+e?, doncu =v =2e?*;

<g>, _uv—-uv
Y V2

— Numérateur:ZeZX(l +e2") —eXx2eX=2e42e¥_2e¥=2e2%
262X
2x 2"
(1+e )

b) Numérateur et dénominateur sont strictement positifs : g > 0, donc g est croissante
sur R.

1 . 2
c) g0) = =0,5etg(0) =% =0,5.
1+1 2

— g =

2
— Remarque : e = (e 2") ; les termes en e ** s’annulent. Ce type de simplification est
systématique avec les quotients d’exponentielles.

2e2x

Réponse. a) g'(x) = 5 b) croissante - c) g(0) = 0,5, pente 0,5.
(1 + ezx)

Correction de I’exercice 5 - Tangente a une courbe logarithmique

a) f(1) =1n2 = 0,693.
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Chapitre 14 - Composition de fonctions

=1.

— Avecu=1+x% u =2x:f(x) = lix 5, donc f(1) =
X

NN

b) Equation de la tangenteena =1 :
y=Ff(1)x-1)+f1)
—y=x—-1+1In2, soity = x—0,307.
c) T coupe I'axe des abscissesquand y=0:x=1-1In2 = 0,307. C’est bien ce qu’on lit.

— On remarque aussi que T passe au-dessus de la courbe a droite de A : la pente de f
diminue apreés x = 1, la courbe « se couche » sous sa tangente.

Réponse. a) f(1) =1n2,f(1)=1-b)y=x—-1+1In2-¢c)x=1-1n2 = 0,307.
Correction de I’exercice 6 - Vitesse et accélération d’un ressort

a) On utilise (cos (wt)) = —w sin (wt) avec w = 20 :

— v(t) = 0,05 X (—20)sin (20t) = —sin (20t) (en m/s).

— Puis (sin (wt)) = wcos (wt) : a(t) = —20cos (20t) (en m/s?).
b) |sin(20t)| = 1 : la vitesse maximale vaut 1 m/s.

— Elle est atteinte quand |sin (20t)| = 1, donc cos (20t) = 0 et x(t) = 0 : le ressort va le
plus vite en passant par sa position d’équilibre.
c) —400x(t) = =400 x 0,05cos(20t) = —20cos (20t) = a(t).
X' = —w?x  avec w? =400

— C’est I’équation de l'oscillateur harmonique : ’accélération est proportionnelle a
I’écart, et de sens contraire.

Réponse. a) v(t) = —sin (20t) ; a(t) = —20cos (20t) - b) 1 m/s, a la position d’équilibre.
Correction de I'exercice 7 - Courant dans un condensateur

a) Avec (sin (wt)) = wcos(wt) et w = 10017 :
u'(t) = 23042 x 100m cos (1001mt)

— i(t) = 107° x 2302 X 100mcos (1001mt).
b) Amplitude : 107> x 230/2 x 100z = 1,02 A.

c) u est maximale quand sin (100mt) = 1, par exemple en t = 0,005 s ; a cet instant
cos(100mt) = 0, donc i = 0.

— 1 est maximale quand cos (100mmt) = 1, par exemple ent = 0 : alors u = 0.

— L’intensité est en avance d’un quart de période (0,005 s) sur la tension. La
dérivation d’un signal sinusoidal produit exactement ce décalage :

cos (0) = sin (9 + %)

Réponse. a) i(t) = 107° x 230/2 x 100mcos (100mt) - b) = 1,02 A - ¢) i en avance d’un
quart de période.

Correction de l'’exercice 8 - Une exponentielle de polynome

a) Avec u(x) = x* —4x, uU(x) =2x — 4 :
W) =u(x)e'™ = (2x —4)eX' ~%

b) L’exponentielle est strictement positive : h'(x) a le signe de 2x — 4, qui s’annule en
x = 2.
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Chapitre 14 - Composition de fonctions

Intervalle ]— ;2] [2; 4o
Signe de h'(x) - +

Variations de h | décroissante | croissante

— Minimumenx=2:h(2)=e*"8=¢"%=0,0183.
— Autre lecture : exp est croissante, donc h a les mémes variations que u(x) = x? — 4x,

parabole de sommet d’abscisse 2. La dérivée confirme ce que la composition
annoncait.

Réponse. a) h'(x) = (2x —4)e* =% . b) minimum e ™* ~ 0,018 3 en x = 2.
Correction de I’exercice 9 - Le carré d’un logarithme

a)k=u2avecu=1nxetu'=%:

— K() =2x % xInx= 20X

b) Sur ]0; +[, x > 0 : k'(x) a le signe de Inx.
— Inx < Osur]O;1[ etInx > 0 sur ]1; +[ : k décroit puis croit.
— Minimum k(1) = 0. (Cohérent : un carré est toujours positif, et vaut 0 quand Inx = 0.)

—_ 12 _ . _2x1 _2
c)k(e)=1"=1etk'(e) = 8 =&

— Tangente:y=2(x-e)+1=2x-2+1=2x-1.
Réponse. a) k'(x) =21Xﬂ-b) minimum Oenx =1 - c)y=%x— 1.

Correction de I'exercice 10 - Dériver une distance

a)d=Ju avecu=x*+9etu =2x:

o U
(Vu) = 2T

, 2X X
—dx) = = .
Wx2+9  x2+9

b) d(4) =J16 + 9 = 5 (triangle 3-4-5) et d’(4) = %

0,8.
— Interprétation : quand M avance d’une petite longueur h a partir de x = 4, la
distance AM augmente d’environ 0,8 h. Par exemple, d(4,1) = 5+ 0,08 = 5,08.

c) d’'(x) a le signe de x : d décroit sur ] — «; 0] puis croit. Minimum en x = 0, ou d(0) = 3 :
M est alors en O, au pied de la perpendiculaire.

Réponse. a) d'(x) = —%X— -b)d4) =5,d(4)=0,8-c) en x = 0, distance 3.
P ) d'(x) Zio ) d(4) (4) )

Correction de I’exercice 11 - Dérivée seconde d’une cloche

$2
a) Avec u = —7etu’=—t:

— f(t) = —te /2
— f est un produit : (uv) = u'v+uv avec —t et e

F(t) = —et2 4 (_t)(_t)e—t2/2 — (t2 _ 1)e—t2/2

—t%/2
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Chapitre 14 - Composition de fonctions 5

b) f’(t) a le signe de t2—1=@t-1D@t+1): positif hors de [—1; 1], négatif a I'intérieur.
— Donc f croit sur ] — «; —1], décroit sur [—1; 1], croit sur [1; +o[.

c) La pente f est minimale (la plus négative) ent =1 : c’est la que la courbe descend le
plus vite.

— f(1) = —-e"1'2 = -0,607.
— Par symétrie, elle monte le plus vite en t = —1, avec la pente e '/2 = 0,607.

Réponse. a) f(t) = —te /2 F(t) = (t*—1)et/2-c)ent =1, pente —e~1/2 = —0,607.
Correction de I'exercice 12 - Une oscillation amortie

a) Produit de et (dérivée —e ™) et cos (2t) (dérivée —2 sin (2t)) :
(uv) =uv+uv

— y'(t) = —etcos (2t) — 2 e tsin (2t) = —e~Y(cos (2t) + 2 sin (2t)).

b) On dérive a nouveau le produit de —e~! et cos (2t) + 2sin (2t) :

— dérivée de —e~t: et ; dérivée de cos (2t) + 2 sin (2t) : —2 sin (2t) + 4 cos (2t).

— y'(t) = e"Y(cos (2t) + 2sin (2t)) — e "{(—2sin (2t) + 4 cos (2t)) = e (=3 cos (2t) + 4 sin (2t)).
c) On met et en facteur et on regroupe les cosinus et les sinus :

— cosinus: = 3—-2+45=0;

— sinus:4-4+0=0.

— Donc y” + 2y + 5y = 0 pour tout t. Cette équation décrit par exemple un circuit RLC :
I’exponentielle traduit ’amortissement, le cosinus l'oscillation.

Réponse. a) y = —e~{(cos2t + 2sin2t) - b) y' = e {(—=3 cos 2t + 4 sin 2t) - c) vérifié.
Correction de l'exercice 13 - Approximation affine d’une racine

a)f(0)=1.Avecu=1+xetu =1:

_ -1 =1
f(x) W Ex donc f(0) 5

b) Pres de 0, la courbe se confond avec sa tangente :

f0) = fO) +f(O)x =1+%

c) 1,02 =£(0,02) = 1 + 0,01 = 1,01. Calculatrice : 1,009 95.
— /0,96 =f(—0,04) = 1 — 0,02 = 0,98. Calculatrice : 0,979 80.

— Les erreurs sont de l'ordre de 10™* : excellente précision tant que x reste petit.

— Usage : c’est ainsi qu’en physique on simplifie des formules comme /1 +& =1 + £

2
pour une petite perturbation &.

Réponse. b) /1 +x =1 + % -¢c) = 1,01 et = 0,98.
Correction de l’exercice 14 - Pic de concentration d’un médicament
a) Avec (e“t)' =ge? .

C(t)=10(-0,2e "% +e™")

b)C(t)=0eet=0,2e %%,

— On divise pare %% >0 : e 98 = 0,2.
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Chapitre 14 - Composition de fonctions

— —0,8t=1n0,2=—In5, donc t = 1513 ~2012h.

— 0,012 x 60 = 0,7 min : le pic survient vers 2 h 01 min.

— Avant, C'> 0 (pourt =0 : C'(0) = 8) ; apres, C' < 0 : ¢’est bien un maximum.
c) Au pic, et =0,2e7%%, donc C = 10 x 0,822 = ge =02,

— Cpax = 8704024 = 5 35 mg/L.

Réponse. a) C'(t) = 10(-0,2e %% +e7") - b) t = B3 ~ 2 h 01 - ¢) ~ 5,35 mg/L.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : adaptation d’impédance

a) On écrit P(R) = 144R(R + 4)_2 et on dérive le produit, avec la regle de la chaine pour
(R+4)%.

u" =nuu"?

— (R+97?) = 2R+47

— P(R)=144 (R + 4)_2 + 144 R x (—2 R+ 4)_3>.

— Onmet 144 (R +4)~° en facteur : P(R) = 144 (R +4) (R +4) - 2R) = 1224 = R),
(R+4)

b) PourR>0, (R+ 4)3 >0 : P(R) ale signe de 4 — R.

— P croit sur ]0; 4] et décroit sur [4; +l.

¢) Maximum pour R = 4 Q, égale a la résistance interne :

_ pay=144x4 _ 576 _q .

82 64

2

— C’est le principe d’adaptation d’impédance : P, = % On l'utilise pour les

haut-parleurs et les antennes.
144(4 - R) .

( )3 b) croissante sur ]0; 4], décroissante ensuite - c) R =4
R+4

Réponse. a) P(R) =
Q, Py = 9 W.
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