Chapitre 13 - Equations différentielles

Plaquette 1 - y’ = ay + b : solutions, condition initiale, régimes

Equations différentielles — Terminale STI2D
Corrections détaillées

Boite a outils

Formules du cours.
— Les solutions de y' = ay (avec a réel) sont
y(t)=Ce® avecC€eR

— Les solutions de y = ay + b (avec a # 0) sont

y(t)=Ce‘“—% avec C €R

La constante —% est la solution particuliere constante (régime permanent) : on la

retrouve en cherchant y constante, donc y = 0, soit 0 = ay + b.

— Une condition initiale y(0) = y, détermine C et donc une unique solution.
b

— Sia <0, la solution tend vers — : c’est un régime stable ; si a > 0, elle diverge.
— Constante de temps : pour y = —%y +b,onat= —% ; le régime est atteint a

63%ent=T1teta99,3%ent = 57.

— Vérification obligatoire : on dérive la solution trouvée et on la réinjecte dans
I’équation.

— Rappels : (e™) =ae®ete®=1.

AN

Correction de I'’exercice 1 - Solutions de y’' = ay

Formule du cours : les solutions de y = ay sont y(t) = Ce®.
—a)a=3:yt)=Ce3.

— b)a=-0,5:y(t) =Ce %%,

—ca=1:y@kt) =Cel.

— Vérification de a) : y'(t) = 3C edt = 3y(t). Correct.

Réponse. a) Ce3! - b) Ce %% - ¢) Cel.

Correction de I'exercice 2 - Condition initiale
— Forme générale : y(t) = Ce 2.
— Condition initiale : y(0) = Ce® = C = 5.
y(t) =5e™%
— Vérification : y'(t) = —10e™% = —2 x 5e 7% = —2y(t), et y(0) = 5. Les deux conditions
sont satisfaites.

Réponse. y(t) = 5e .

Correction de I’exercice 3 - Solutionsdey’ =ay + b

On identifiea = -4 et b = 12.
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Chapitre 13 - Equations différentielles

— Solution constante : on cherche y constante, donc y' = 0, soit 0 = -4y + 12, d’ou
y = 3. (C’est aussi —% = —l—i =3.)

— Formule du cours :
yt)=Ce™+3 CeR

— Vérification : y'(t) = —4Ce * et —4y+ 12 = —4Ce ™ * - 12 + 12 = —4Ce . Les deux
coincident.

Réponse. y(t) = Ce ™ + 3.
Correction de I’exercice 4 - Solution particuliere et condition initiale

— Solution constante : 0 = =5y + 20 donne y = 4.
— Forme générale : y(t) = Ce > + 4.
— Condition initiale : y(0) = C +4 =0, donc C = —4.

yit) = —4e™ +4=4(1-e"%)

— Vérification : y'(t) = 20e™ > et =5y + 20 = —20 + 20e >t + 20 = 20e ™. Correct.
— On reconnait la forme classique d’une charge : départ de 0, montée vers 4.

Réponse. y(t) = 4(1 — e‘St).
Correction de l’exercice 5 - Régime permanent

La limite est la solution constante —2, 4 condition que a < 0.

a 7
a) —i—g = 5 : la solution tend vers 5 (car a = —3 < 0).
b) - — 1 5 = 5 : elle tend aussi vers 5, mais plus lentement (T = 5 contre T = %).

c)Icia=2>0:leterme Ce? explose (sauf si C = 0). La solution ne tend vers aucune
valeur finie : le régime est instable.

Réponse. a) 5 - b) 5 (plus lentement) - ¢) aucune limite finie (a > 0).
Correction de l'exercice 6 - Constante de temps

a) Solution constante : 0 = =50y + 600 donne y = 12.
— Forme générale : y(t) = Ce % + 12, et y(0) = 0 donne C = —12.
y(t) =12(1 —e™5%)

b) Régime permanent : 12. Constante de temps : T = —% = % = 0,02 s.

c) y(0,02) =12(1-e™) = 12 x 0,632 = 7,59.
— C’est bien 63,2 % de 12 : la regle du cours est vérifiée.
Réponse. a) y(t) = 12(1 —e™%) - b) régime 12, 7= 0,02 s - ¢) = 7,59, soit 63,2 %.

Correction de I’exercice 7 - Vérifier qu'une fonction est solution

On dérive puis on compare les deux membres.
— f(t) =3 x(=2)e * = —-6e"%.
— 2ft)+14=-2(3e™ +7)+14=-6e* - 14+ 14 = -6

— Les deux expressions sont égales : f est bien solution de 1’équation.
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— Controle par la forme générale : les solutions sont Ce ™2 — 1—% =Ce%t+7,etf

correspond a C = 3.

Réponse. Oui, f est solution (elle correspond a C = 3).
Correction de l'exercice 8 - Charge d’un circuit RC

a) RC =1000 x 107° = 0,01 s (c’est la constante de temps 7).
L _100et-E 9 _ = 900, donc

~ RC RC ~ 0,01

u =-100u + 900
b) Solution constante : 0 = —100u + 900 donne u = 9 (la tension d’alimentation, régime
permanent).

— Forme générale : u(t) = Ce 1%+ 9, et u(0) = 0 donne C = —9.
u(t) = 9(1 —e100)

c) u(0,01) = 9(1 - e-l) ~9x0,632=5,69V.
— Cohérent : at = 1, on atteint 63,2 % des 9 V.
Réponse. a) RC = 0,01 s et u' = —100u + 900 - b) u(t) = 9(1 —e~%) - ¢) = 5,69 V.

Correction de I'exercice 9 - Décharge d’un circuit

a) Forme générale : u(t) = Ce 2%, et u(0) = C = 6, donc u(t) = 6e~2%,
b) u(0,1) = 6e72=6x 0,13534 = 0,81 V.

1
12

— On applique In : =20t = —In12, donc

_1n12 _ 2,4849 _
t=05% = =55 ~0,124s

— Controle : 6e720%0.124 = 6 % 90,0837 = 0,50 V. Cohérent.
Réponse. a) u(t) = 6e7 2% -b)=0,81V-c)t=0,124s.

c) On résout 6e72% = 0,5, soit e 2% =

Correction de I'exercice 10 - Refroidissement (loi de Newton)

a) On développe : T'= —0,05T+ 1, donca = —0,05et b = 1.

b) Solution constante : 0 = —0,05T + 1 donne T = 20 (la température ambiante).

— Forme générale : T(t) = Ce %% + 20, et T(0) = C + 20 = 180 donne C = 160.
T(t) = 160e~%%% + 20

c) T(30) = 160e™1° + 20 = 160 x 0,223 13 + 20 = 35,7 + 20 = 55,7 °C.

— Température limite : e %% tend vers 0, donc T tend vers 20 °C, la température
ambiante. Physiquement satisfaisant.

Réponse. a) T = —0,05T + 1 - b) T(t) = 160e %%t + 20 - ¢) = 55,7 °C, limite 20 °C.
Correction de I’exercice 11 - Retrouver I’équation

a) y(0) =25-15=10.

— Quand t augmente, e %% tend vers 0 : y tend vers 25.
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b) On dérive : y'(t) = —15 x (=0,4)e %4 = e~ 04,

— Orde y=25-15e %% on tire e 0% = %

— Enremplacant : y =6 X 251;3/ =0,4(25—-y) =-0,4y + 10.
y=-0,4y+ 10
— Controle : la solution constante de cette équation est — _100 i= 25, ce qui correspond

bien a la limite trouvée.
Réponse. a) y(0) = 10, limite 25 - b) y = —0,4y + 10.

Correction de l'exercice 12 - Croissance avec a > 0

a) Forme générale : P(t) = Ce%%, et P(0) = C = 50000.
P(t) = 50000 %03t

b) P(20) = 50000e%® = 50000 x 1,822 12 = 91 106 habitants.

c) On résout %03 = 2 .

In2 _ 0,6931
0,03~ 70,03

— Icia > 0 : la croissance est exponentielle, sans limite dans ce modéle — ce qui en
limite la validité a long terme.

Réponse. a) P(t) = 50000e%%3 - b) = 91106 - c) = 23,10 ans.

— 0,03t=1n2,donct= =~ 23,10 ans.

Correction de l'exercice 13 - Condition donnéeent = 2

Forme générale. Solution constante : 0 = —y + 4 donne y = 4, donc
yt)=Cet+4 Ce€eR

Condition ent = 2 (et non en 0 : C n’est pas directement lisible).

— y(2)=Ce2+4=1,doncCe?=-3etC=-3e

— y(t)=4-3e’et=4-3e?"L

Valeurs.

— y(0)=4-3e*=-18,17;

— y(3)=4-3e ! =2,90.

— Vérification : y(2) =4 —3e% =1, et y'(t) = 3e?~ ¢ = —y(t) + 4. Correct.

— Piege : écrire C = 1 — 4 = —3 comme si la condition portait sur t = 0 donnerait
y(2)=4-3e2=3,59=1.

Réponse. y(t) =4 —-3e?~t; y(0) = —18,17 ; y(3) = 2,90.

Correction de I’'exercice 14 - Dimensionner une résistance

La solution. Solution constante : u = E =5V. Avec u(0) =0et t=RC:
u(t) =E(1-e™"'7)

Traduire I’objectif. u(t) = 0,993 E équivaut & e¢/* = 0,007, soit £ = —1n 0,007 = 4,96.

~ler

— C’est la régle du cours : le régime est atteint a 99,3 % en 5T.
— Onveut 5t =0,1 s, donc Tt = 0,02 s.
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Calculde R. 7= RC donneR = £ = —=—=— =2000 Q.
C 10x10

— Contrdle : 1 —e~® = 0,993 3. Correct.

— Sens physique : plus R est grande, plus la charge est lente. Pour charger plus vite, on
diminue R (ou C).

Réponse. R = 2000 Q (T = 0,02 s).
Correction de I’exercice 15 - Synthese : deux régimes enchainés

a) Solution constante : 0 = —100u + 500 donne u =5 V.
— u(t) = Ce 199 4 5 avec u(0) = 0, donc C = -5 :

u(t) = 5(1 - e-1°°t)
— u(0,03) = 5(1 - e-3) ~5%0,9502 = 4,75 V.

b) La décharge part de la valeur atteinte, soit 4,75V, et suit u" = —100u :
u(t) = 4,75e~100t

s —100t _ =100t 1
c) On résout 4,75e€ =1, soit e =175
_ _1n4,75 _ 1,5581 _
— —100t = —-1n4,75, donc t = 100~ 100 ~ 0,0156 s.

— Soit environ 15,6 ms, ce qui correspond a 1,56 7 : cohérent avec 7 = 0,01 s.
Réponse. a) u(t) = 5(1 —e™1%%), u(0,03) = 4,75 V - b) u(t) = 4,75¢ 1% - ¢) = 0,0156 s.
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