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MATHEMATIQUES

Fonction logarithme népérien
Terminale STI2D

Logarithme népérien e ¢* = a e In(ab) = lna + Inb e (lnz) = 1
Limites o Equations exponentielles ® Demi-vie o logz = 11:111””0

Repeéres du programme

Ce cours suit le programme de ’enseignement de spécialité physique-chimie et mathé-
matiques, classe terminale STI2D (programme de 2019), partie mathématiques, « Fonction
logarithme népérien ». Il couvre :

— définition de Ina (a > 0) comme solution de e” = a; sens de variation;

— propriétés algébriques; lien avec le logarithme décimal de ’enseignement commun ;
1

— limites en 0 et en +o0, courbe; dérivée - ;

— résolution de e** = b, €** > b, Inx = b, Inxz > b; études de fonctions.

G J
Objectif : définir le logarithme népérien, utiliser ses propriétés, sa dérivée et ses limites, et
résoudre des équations et inéquations ou l’inconnue est en exposant.
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1. Définition

Logarithme népérien

Pour tout réel a > 0, ’équation e = a a une unique solution, notée Ina :

¢ =a < z=Ina| (a>0).

Conséquences

In1=0;Ilne=1;e"® =apour a>0;In(e’) = z pour tout réel x.

Sens de variation et signe

In est strictement croissante sur |0;+o00[ : Ina <Inb <= a <b.Donclnz <0si0 <z <1et
Inz>0siz>1.

2. Propriétés algébriques

Reégles de calcul

Pour a > 0, b > 0 et n entier :

1 1
In(ab) =Ina+1Inb lngz—lnb ln%zlna—lnb In(a") =nlna ln\/azﬁlna

Démonstration. e?etnt — glna s onb — 4p donc Ina + Inb est la solution de e = ab : c’est
In(ab). Les autres regles s’en déduisent.

Lien avec le logarithme décimal

Inz . . A~ 020
logx = 10 : les deux logarithmes sont proportionnels et ont les mémes propriétés.
n

-
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3. Limites, dérivée, courbe

Limites et dérivée

lim Inz = —oo0; lim Inz = +o00; In est dérivable sur |0; 400 et
x—0t T——+00
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Les courbes de In et de exp sont symétriques par rapport a la droite y = x.

4. Equations et inéquations

Résoudre

1
e h(b>0,a£0) > aw=Inb <= z= 20

— Inz=b < z=e;lnz>b < z>ed.

— Pour une inéquation, on applique In ou exp (croissantes) et ’on change le sens seulement
en divisant par un nombre négatif.

-
(S

Demi-vie

Le nombre de noyaux radioactifs est N(t) = Npe ™. La demi-vie T vérifie e = %, soit

In2
—AI'=—1In2,dou|T = HT . Pour le carbone 14, A~ 1,21 x 107* an™! : T~ 5730 ans.

-~
-

Etude d’une fonction

1 r—1

f(z) =2 —Inx sur |0;+00[ : f/(z) =1— = = ——, du signe de z — 1. f décroit sur |0; 1],

1
croit sur [1;+oo[; minimum f(1) = 1. Ainsi Inz <z — 1 < x pour tout x > 0.

-
-
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5. Erreurs classiques

A éviter

— Ecrire In(a 4+ b) = Ina + Inb : la régle porte sur le produit.
— Prendre le logarithme d’un nombre négatif ou nul.

— Oublier de changer le sens d’une inégalité en divisant par un nombre négatif (par exemple
=A).

— Confondre In(z?) = 2Inx (vrai pour z > 0) et (Inx)2.

6. Fiche de synthese

Définition e =a <= r=Ina;In1=0;lne=1
Reégles In(ab) =Ina+Inb;In¢ =Ina—1Inb; In(a") =nlna
Dérivée, limites (Inz) =1; —coen 0"; 400 en +oo
Equations eax:b@»w:%;lnw:b@x:eb
Demi-vie T = h‘T2
7. Exercices d’application
Exercice 1 — Simplifier
Ecrire In8 — In2 et In(e?) + ln% le plus simplement possible.
Exercice 2 — Equations
Résoudre e?* =5 et Inz = 3.
Exercice 3 — Inéquation
Résoudre e~ %! < 0,2 pour t > 0.
Exercice 4 — Etude
Etudier les variations de f(z) = 2% — 2Inz sur ]0; +ool.
8. Corrigés des exercices
Corrigé de I’exercice 1
. 3 1
Corrigé. In8 —In2=In4=2In2;In(e’) +In-=3-1=2.
e
Corrigé de ’exercice 2
o . Ind .
Corrigé. 2x = In 5, soit z = 3 =~ 0,805; x = e’ = 20,09.
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Corrigé de D’exercice 3

Corrigé. —0,1t < In0,2, d’ou (division par —0,1 < 0) ¢ > —101n0,2 ~ 16,1.

Corrigé de ’exercice 4

2 2@?-1) 2x-1 1
Corrigé. f'(z) =2z — = = (z ) = (z- D@+ ), du signe de x — 1 : f décroit sur ]0;1],
95 a7

x
croit ensuite ; minimum f(1) = 1.
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