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Plaquette 3 - Exponentielle complexe :
produits, puissances, formules d’Euler

Nombres complexes : forme exponentielle — Terminale STI2D
Corrections détaillées

Boite a outils

Regles de calcul de la forme exponentielle (r, ¥ > 0, n entier).

. o . , i0 . , A\ T .
rezGereze =rrrel(9+9) re.9,=L,ez(9—9) (re19> =rnem9
re’ r
— Conjugusé et inverse : re® = re=0; 1 _=1g-1
rel@ r
— Géomeétrie : multiplier par re @ fait tourner d’un angle a autour de O et multiplie

les distances a O par r.
— Angle orienté : I’angle de OA & OB vaut arg (g—i).
— Formules d’Euler :

i0 + e—i@

0 _—i0
cosf = & sing=%&_—¢

2 21

— Formules d’addition : cos(a + b) = cosacosb —sinasinb et
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb.

— Meéthode « deux écritures » : calculer un méme complexe sous forme algébrique
et exponentielle, puis identifier les parties réelles et imaginaires, donne des
valeurs exactes de cosinus.

o J

Correction de I’exercice 1 - Un produit lu sur la figure

a) On multiplie les modules et on ajoute les arguments :

212, =2x3el(E+%) = 6e'}

— Forme algébrique : 6 (cos % +isin %) = 6i. Le point P est sur ’axe des imaginaires, a
la distance 6 de O.
b) Multiplier 2z, par z; = 2es revient a :

— tourner M, de % autour de O (I’argument passe de % a %) ;

— doubler sa distance a O (de 3 a 6).
— Sous forme algébrique, le méme produit demanderait de développer

(\/§ + i) <% + % i> : beaucoup plus long.

Réponse. a) 2,2, = 6e'2 = 6i - b) rotation de % et distance multipliée par 2.

Correction de l'exercice 2 - Deux quotients

On divise les modules et on soustrait les arguments :
i0

re T
0~ T

re

e i(0—-0)
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_ 21 _ 6 — =

Z, 2e 4) 3e 3i

_ 22 _ 2 i(z-3m) 1 -if i
7 G 4 3e 2 3

— Controle : les deux quotients sont inverses I'un de 1'autre, et en effet

3i x (—%) =—i%=
— L’ordre de la soustraction des arguments compte : il suit I’ordre du quotient.

, Z1 _ L Zz_l
Reéponse. 22—3e2—31,Z =3

Sino_
2 =—L
€ 3

Correction de l'exercice 3 - Deux écritures, un cosinus exact
a) (1+i)(J§+i) =3 +i+if3 +i‘= (E—l)+i(¢§+ 1).
b) z; =2 et et 2, = 2e'5, donc

212y = Zﬁei(%““%) =22 ei¥s

c) La partie réelle de 2/2 e’ % est 2/2 2 cos 2. On lidentifie avec celle de a):

12

—2\/_cos — /3 — 1, donc cos 2Z = \/§—1=\/§—\/§-
12 2\/5

— Valeur approchee =~ (0,258 8, ce que confirme la calculatrice ( rad = 75°).

Réponse. a) (/3 — 1) +i(/3 + 1) - b) 2/2e'$ - ¢) cos 3L = 6V J_~02588

Correction de I’exercice 4 - Les puissances de 1 + i

a)|1+i|=\/§etarg(1+i)—z, donc1+i=J2e'tet
(L+0)"=(2) e

b) On applique la formule :

—n=2:2e2=2i;

—n=4:4e"=-4;

— n=8:16e%" = 16.

— Contrdlede n=2: (1 +1)° =1+ 2i +i* = 2i.

: une rotation de % autour de O et une

distance & O multipliée pary2 = 1,41. D’ou la spirale qui s’éloigne de 1’origine.

c) Passer de P, a P, , 1, c’est multiplier par J2el's

ITIH

Réponse. a) (V2)" e - b) 2i; —4; 16 - c) rotation de % et distance multipliée par V2.

Correction de I’exercice 5 - Des puissances élevées sans développer

Développer ces puissances serait tres long ; sous forme exponentielle, c’est une seule
multiplication d’argument.

(re1'0>n — rneine
a)1+i/3 =2el3, donc
6 6 .
— (1+4/3) =20ei% = 642" = 64.
b) =1 +i =2 e'F, donc
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— -1+ = (2) et = 326

— 13” 8 — % on retire quatre tours, il reste —5
— (-1+1)'=32e"5 = -32i.

— Rappel : ( ) = 32.

Réponse. a) 64 - b) —32i.

Correction de I’exercice 6 - Conjugué et quotient par le conjugué

a) Avec re®® = re " et r:;le %
— z=4e'3;
_ % - %ei% ’,
— 2Z=16e° = 16 : on retrouve 27z = |2:|2 un réel positif.
% % ( 373) = e_izTH
b) N est le symétrique de M par rapport a I’axe des réels, sur le cercle de rayon 4.
— Q est sur le cercle de rayon 1 (module 1), a I’angle —2?17 : dans le troisieme quadrant,
comme sur la figure.
— En forme algébrique : % = —% - ig.
Réponse. a) 4e'3 ; % el .16 ; e iF

Correction de l'exercice 7 - Un quotient et un second cosinus

a)l+i/3 =2el5etl—i=J2e

=2 oi(5+%) = 170
Z=-2el(3%7) =212
V2

— Attention au signe : on soustrait ’argument —, ce qui revient & ajouter .

4 4
b) On multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué 1 +i :

_(1+B)0+D g 4i4i3-J3 _ 1-y3 ;143
3

A-Da+D) 2 -2
c) On identifie les parties réelles : V2 cos ZIZI 1 _25
_7m_1-y3 _J2-/6 _ _
cos 1= 22 = a = —(0,2588.
— Cohérent : ZIZT = 105° dépasse 90°, son cosinus est négatif.
Réponse. a) J2ei1s - b) 1 _ZE +il +2J§ - ¢) %.

Correction de I’exercice 8 - Quand une puissance est-elle réelle ?
On écrit la puissance, puis on traduit la condition sur I’argument.
2N = ei%

a) 2" est réel si son point image est sur ’axe des réels, c’est-a-dire si son argument est un
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multiple de 1 :

— DI _ k7= n =5k : n doit étre un multiple de 5.

5
— Le plus petitestn=5:2>=e = —1. (Pourn =10, 2!1°=1.)

b) 2" est imaginaire pur si son argument vaut £ + ki :

2
_nm_o -5 _5(2k+1)
5—2+kﬂ=>n—2+5k— 5 .

— 5(2k + 1) est impair, donc jamais divisible par 2 : aucun entier n ne convient. 2" n’est
jamais imaginaire pur.

Réponse. a) n multiple de 5 ; 2> = —1-D) non.
Correction de I'exercice 9 - Les formules d’Euler

a) On additionne puis on soustrait les deux égalités :

— somme : e +e7% =2c0s6 ;
— différence : e’ — 7% = 2jsin®.
0, -0 0 _-io
cosf = e +e sin@ = u
2 2i

b) On éléve la premiére au carré, avec e?e @ =e%=1:

20 L 2 4 o210 _ 2+2cos(20) _ 1+ cos(20)
4. . 4 2 )
— On a reconnu e 2 + e729 = 2 cos (20) (formule d’Euler pour ’angle 20).

— cos?0 =

l1+cos2z 1-1
20 _ l 3 — 2 — l - v s s ;s
C) cos 3= 7 et 5 5 1 Egalité verifiee.
— Usage : cette formule sert a calculer la puissance moyenne d’un signal sinusoidal.
Réponse. b) cos?0 = “CTOSZQ - ¢) % = %.

Correction de I'exercice 10 - Retrouver les formules d’addition

a) Le membre de gauche vaut cos(a + b) + isin (a + b). Celui de droite se développe :
— (cosa+isina)(cosb +isinb) = cosacosb — sinasinb + i(sinacosb + cosasinb).
— On identifie parties réelles et parties imaginaires :
cos(a+ b) =cosacosb —sinasinb sin(a + b) = sinacosb + cosasinb
_ O pe I V2 o V2,

b) Avec a = 3 etb = 4 (cosb = 5 ,sinb = 5 ) :
XQ—EX —Q =7\/§+\/€z0,9659.

2 2 2 4
— Intérét : on n’a plus besoin de mémoriser les formules d’addition, la regle

gldgib = gil@+b) 1a5 contient toutes.

Réponse. b) cos% = EZJE ~ 0,965 9.

Correction de I’exercice 11 - Tourner et agrandir un triangle

a)w=1+i=2e’. Multiplier par w, c’est :

— tourner de % autour de O ;

— multiplier les distances a O par V2.
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b) Calcul algébrique :
— 24 =2(1+0)=2+2i;
—2p=R+)1+i)=2+2i+i—-1=1+3i;
—2zc=(1+i)’=
C)AB=|zg—2z4| =li|=1etAB =|-1+i| =/2.
= |w| X AB
— Toutes les longueurs sont multipliées par V2 et les angles conservés : A’B'C’ est un
agrandissement tourné de ABC.

Réponse. a) rotation de % et agrandissement de rapport 2 -b) 2 +2i; 1+ 3i; 2i - ¢)
AB=1,AB =2.

Correction de I’exercice 12 - Mesurer un angle par un quotient
a) |za| =V8 = 2/2 etargz, = Z 24 =2/2elq.

— |zg| =1 +3 =2, cosf = —% sinf = /3 .25 =2e'%.

b) On divise :

2B _ 2 i(Zm-m)_ 1 o1
= == _¢e 3 4) = —e'1
Za 22 2
c) L’angle de OA & OB est I'argument du quotient : ‘;)127 rad, soit % = 75°,
— ~ 0B _ 1 _
Le rapport des distances est le module : OA~ 7 0,707.

— Meéthode a retenir : un quotient d’affixes donne a la fois un angle et un rapport de
longueurs.

Réponse. a) 2/2e'f et 2¢%" - b) %e"% - ¢) 75° ; rapport %
Correction de I’exercice 13 - Retrouver cos 30
a) Par la regle des puissances :
(ei6>3 _ 30
3i6 - : io\>
— Le membre de gauche est e et celui de droite (e ) .

b) On note ¢ = cosf et s = sin6, et on développe avec (a + b)3 = a3+ 3a®b + 3ab* + b°
— (c+1is)’ = ¢3 + 3ic%s + 3¢ (is)” + (is)® = ¢3 + 3ic?s — 3¢s? — isd.

— Partie réelle : ¢3 — 3cs?. Avecs?=1—-c?:¢3®-3c+3c®=4c®-3c.

— Donc cos (36) = 4cos36 — 3coso.

c)O = 3 :cosm=—-1letd x = 3 —-3x >=5 75 1. Egalité vérifiée.
Réponse. b) cos30 = 4cos30 —3cosf - c) —1 = —1.

Correction de I'’exercice 14 - Le bras d’un robot

a) On calcule chaque terme sous forme algébrique :

re® =rcos@ +irsin
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_ 3eif_ 33, 3;.
3els = 5 +21,

— 2 =-1+i/3;
L <3é§_1>+i(%+¢§) ~ 1,60 + 3,231.

b) La distance est |z| = V1,598 + 3,2322 = 3,61 dm.
— Sans calcul : le second segment est perpendiculaire au premier (6, = %), donc le

triangle OJP est rectangle en J et OP = V3% +2% =13 = 3,61 dm.

— La forme exponentielle traduit directement les angles des articulations : c’est ainsi
que ’on programme les robots.

Réponse. a) z = 1,60 + 3,23i - b) /13 = 3,61 dm.

Correction de l’exercice 15 - Syntheése : un quotient remarquable

a) |21 =6 +2 =2/2, 0059—%= getsin9= 1. =2/Ze

ol

N

— 22=\/§e‘i%.
7= 22 gi(-zam) _ o iy

V2

b) On multiplie par le conjugué 1 +i :
(V6 -i2)0+D _f5+y2 , .62
= + i .
2 2 2
/6 +V2
4

n _ 62

— Z=2cos-L 4+ 2isin-IL, donc cos-L = etsin12 %

12 12° 12
c) z'? =21%eim = _4 096,

— Le calcul algébrique de Z 12 qurait demandé onze multiplications ; la forme
exponentielle en demande une.

o _ 6 +J2

V6 =V2 ) _
& =07 Lz = c) —4096.

Réponse. a) Z = 2e'12 - b) cos , sin & 7

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



