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Equations polynomiales dans C — Terminale maths expertes

20 exercices corrigés - mathlvl.fr
Enoncés et corrigés détaillés

Dans R, une équation polynomiale peut n’avoir aucune solution ; dans C, un
polynéme de degré n a toujours exactement n racines comptées avec leur multiplicité
— c’est le théoréeme fondamental de 1’algebre, et il change tout : résoudre devient
toujours possible, factoriser aussi. Ces 20 exercices corrigés couvrent I’ensemble du
chapitre en maths expertes : équations du second degré a coefficients réels puis
complexes, racine évidente et factorisation, polynomes de degré 3, 4 et 5, racines
conjuguées d’un polynome a coefficients réels, relations entre coefficients et racines,
équations bicarrées et réciproques, factorisation de z" — 1, et interprétation
géomeétrique des racines. Deux réflexes reviennent a chaque exercice : une racine
connue fait descendre le degré d’une unité, et la somme et le produit des racines
fournissent une vérification gratuite. Les quatre derniers exercices sont des
problémes de synthese type bac — dont le calcul de la valeur exacte de cos 2?”
Version en ligne, avec les corrections dépliables :
mathlvl.fr/exercices-corriges/terminale-maths-expertes/equations-polynomiales-complex

AN J

Exercice 1 - Equations qui se raménent a z2 = a

Dans R, I’équation z2 = —9 n’a pas de solution. Dans C, elle en a exactement deux :
c’est le point de départ de tout le chapitre.

1. Résoudre 2° = -9, puis 2> +4 = 0.
2. Résoudre (z — 1)2 = —4,
3. Résoudre (2z + 3)* = —25.

AN J

Exercice 2 - Second degré a coefficients réels

Quand q, b, ¢ sont réels et A = b* — 4ac < 0, I'équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux
solutions complexes CONJUGUEES : z = _biéi; =4

1. Résoudre z° — 2z + 5 = 0.

2. Résoudre z2 + z+ 1 = 0. On note j la solution de partie imaginaire positive.
3. Vérifier que j° = 1 et que 1 +j +j* = 0.

4. Résoudre 42> —4z+5 = 0.

Exercice 3 - Somme et produit : reconstruire une équation

Deux nombres de somme S et de produit P sont exactement les racines de 1’équation
2> — Sz + P = 0. Cette lecture inverse sert dans les deux sens : pour fabriquer une
équation, et pour controler une résolution.

1. Déterminer deux nombres complexes de somme 6 et de produit 34.

2. Déterminer deux nombres complexes de somme 2i et de produit —1.
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3. Déterminer deux nombres complexes de somme 1 + i et de produit i.

Exercice 4 - Racine évidente et factorisation d’un degré 3

On considére P(2) = 23 — 322 + 4z — 12. Une racine « évidente » se cherche parmi les
diviseurs du terme constant : ici +1, £2, 3, +4, +6, +12.

1. Vérifier que 3 est une racine de P.

2. Déterminer les réels a, b, c tels que P(z) = (z — 3) (a22 + bz + c).

3. Résoudre P(z) = 0 dans C.

AN J

Exercice 5 - Degré 3 a coefficients réels avec une racine complexe

On considére P(z) = 2° + 22 — 4z + 6, dont tous les coefficients sont réels. On admet
que 1 —i en est une racine.

1. Justifier que 1 + i est également une racine de P.

2. En utilisant la SOMME des racines, déterminer la troisiéme racine sans effectuer
de division.

3. Factoriser P(z) et vérifier le résultat.

Exercice 6 - Degré 4 a coefficients réels

On considére P(2) = z* — 223 + 622 — 82 + 8, & coefficients réels. On admet que 2i est
une racine.

1. Donner une deuxiéme racine sans calcul.
2. En déduire un facteur du second degré a coefficients réels, puis factoriser P(z).
3. Résoudre P(z) = 0 dans C.

Vs

J/

Exercice 7 - Equation bicarrée

Une équation bicarrée ne contient que des puissances paires : le changement de
variable Z = 22 la raméne au second degré. On résout z* + 32> — 4 = 0.

1. Résoudre ’équation en posant Z = 22.
2. En déduire toutes les solutions dans C.

3. Factoriser z* + 322 — 4 en produit de facteurs du premier degré.

Vs

J/

Exercice 8 - Second degré a coefficients complexes

La formule du discriminant reste valable avec des coefficients complexes, mais il faut
calculer soi-méme une racine carrée 6 de A, et les racines ne sont plus conjuguées.

1. Résoudre 22 — (1 + 2i)z+ (-1 +1i) = 0.
2. Résoudre 22 — (3 + 4i)z + (—1 + 5i) = 0.

Vs
-
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Exercice 9 - Factoriser par groupement

Toutes les équations ne demandent pas le discriminant : certaines se factorisent a
vue, en regroupant les termes deux a deux.

1. Résoudre 23 + 22 + z + 1 = 0 en factorisant par groupement.
2. Résoudre z* — 1 = 0.

3. Résoudre (22 + 1) (22 -2z + 2) = 0.

Exercice 10 - Théoreme fondamental de I’algébre et multiplicité

Le théoreme fondamental de 1’algébre (admis) affirme que tout polynéme de degré
n=1a coefficients complexes admet exactement n racines dans C, comptées avec
leur MULTIPLICITE. On considére P(z) = 2° —iz? + z — i.

1. Vérifier que i est racine de P, puis factoriser P(z) par groupement.
2. Achever la factorisation en produit de facteurs du premier degré.

3. Donner les racines de P avec leur multiplicité, et vérifier le compte annoncé par le
théoreme.

-

J

Exercice 11 - Factorisation de z" - 1

Les racines n-iémes de I'unité, vues au chapitre précédent, sont exactement les
racines du polynéome 2" — 1. Cela en donne deux factorisations, qu’on peut comparer.

1. Factoriser z° — 1 de deux facons : par la somme géométrique, puis a l’aide des
racines cubiques de 1'unité.

2. Factoriser z* — 1 en produit de facteurs du premier degré.
3. Justifier que pourtoutn=1,2"—-1 = (z — 1)(1 +z4+22+ ..+ z”‘l).

4. En déduire les solutions de 1 + z + 22 + 23 = 0.

-

J

Exercice 12 - Relations entre coefficients et racines

On considére I’équation 23 + 222 — 5z + 1 = 0, dont on note z;, z,, 23 les trois racines
dans C. Tout I’exercice se fait SANS calculer ces racines.

1. Donner z; + 2z, + 23, 2125 + 2123 + 2723 et 212,23.

1 1 1
2. Calculer 721 + 72 + P2%

3. Calculer 27 + 23 + 23.

Vs
-

Exercice 13 - Un polynéome de degré 5 a coefficients réels

On considére P(2) = 2° — 2% + 223 — 222 + 2 — 1, a coefficients réels.
1. Justifier, sans calcul, que P admet au moins une racine réelle.
2. Factoriser P(z) par groupement, puis achever la factorisation.

3. Donner toutes les racines avec leur multiplicité.
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Exercice 14 - Equation réciproque : le changement de variable u = z + 1/z

Une équation est dite RECIPROQUE lorsque ses coefficients se lisent de la méme
facon dans les deux sens. On résout 2z* — 523 + 622 — 5z + 2 = 0, dont les coefficients
2,—5,6, -5, 2 sont symétriques.

1. Justifier que 0 n’est pas solution, puis diviser I’équation par z2.
2. Montrer qu’en posant u = z + % I’équation devient 2u? — 5u + 2 = 0.

3. Résoudre cette équation en u, puis conclure dans C.

- J

Exercice 15 - Une équation avec parametre

Pour tout réel m, on considére I’équation (E,,) : 2> — 2z + m = 0.

1. Discuter, selon les valeurs de m, la nature des solutions de (E,,).

2. Lorsque les solutions ne sont pas réelles, déterminer m pour que leur module soit
égal a 2.

3. Lorsque m décrit ]1; +«[, décrire I’ensemble des points images des solutions.

Exercice 16 - Racines et géométrie : z3 = —27

On résout 22 = —27 de deux fagcons — par la factorisation polynomiale, puis par la
forme exponentielle — avant d’interpréter les solutions dans le plan complexe.

1. Résoudre en factorisant z° + 27.
2. Retrouver les solutions par la forme exponentielle.

3. Placer les images des solutions et déterminer la nature du triangle qu’elles
forment.

Exercice 17 - Bicarrée a discriminant complexe

On résout 2* — 2z* + 4 = 0. Le changement de variable Z = 2* conduit cette fois a des
valeurs de Z NON REELLES : il faudra en extraire des racines carrées, ce que la
forme exponentielle rend simple.

1. Résoudre ’équation en Z = 22.

2. Ecrire les deux valeurs de Z sous forme exponentielle.

3. En déduire les quatre solutions de 1’équation initiale.
S J

Exercice 18 -2z* + 22 + 22+ z + 1 = O et la valeur exacte de cos(2m/5)

Cette équation cache un joli résultat : elle permet d’obtenir la valeur EXACTE de

cos 21 qui ne figure dans aucun tableau de valeurs remarquables. On combine pour

5 7
cela les racines cinquiémes de I'unité et le changement de variable réciproque.

1. Montrer que les solutions de z* + 2> + 2 + z + 1 = 0 sont les racines cinquiémes de
I'unité autres que 1.

2. En divisant par 2z et en posant u = z + % montrer que u?+u—1=0.
3. Résoudre en u, puis en déduire les valeurs exactes de cos Z?H et cos 4?”
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Exercice 19 - Une racine réelle cachée dans un polynome complexe

On consideére P(2) = 23 — (2 + 3i)z? + (=1 + 5i)z + 2 — 2i. Ses coefficients ne sont pas
réels : le théoreme des racines conjuguées ne s’applique donc PAS. On cherche
néanmoins s’il existe une racine réelle.

1. Montrer que si x est un réel tel que P(x) = 0, alors x vérifie simultanément
x3—-2x>—=x+2=0et3x*-5x+2=0.

2. En déduire I'unique racine réelle de P.

3. Factoriser P(2), puis résoudre P(z) = 0 dans C.

Exercice 20 - Probleme de synthése : racines d’un polynéme et triangle

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé. On considére
P(2) = 23 — 322 + 32 + 7, a coefficients réels.

1. Vérifier que —1 est racine de P, puis factoriser P(2).

2. Résoudre P(z) = 0 dans C. On note A, B, C les points images des solutions, A étant
celui d’affixe réelle.

3. Calculer AB, AC et BC, puis déterminer la nature du triangle ABC.

4. Déterminer le centre et le rayon du cercle circonscrit a ABC.

5. Vérifier que I'image de B par la rotation de centre Q et d’angle 20 gt A, puis

3
calculer l'aire du triangle.
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Corrigés détaillés

Les corrections des 20 exercices, dans 1’ordre des énoncés.

Correction de I'exercice 1 - Equations qui se raménent a z2 = a

Pour z2 = —9, on écrit —9 = 9i%, donc I’équation devient z2 = (3i)°.
Elle s’écrit alors 22 — (3i)* = 0, soit (z — 3i)(z + 3i) = 0 par l'identité a® — b*.
Un produit est nul si I'un des facteurs I'est : S = {3i ; —3i}.

Controle : (3i)2 =0i’=-9 v et (—3i)2 = 9i> = —9 v. Les deux solutions sont opposées,
comme toujours pour z? = a.

Pour z2+4 = 0, on isole : 22 = —4 = (2i)%, donc S = {2i ; —2i}.

Pour (z — 1)* = —4, la méme idée s’applique a I’expression z — 1 tout entiere : z — 1 = 2i
ouz-—1=-2i.

Douz=1+2iouz=1-2i,s0itS ={1+2i;1-2i}. Les deux solutions sont
conjuguées.

Controle : (1 +2i—1)? = (2i)% = -4 v.
Pour (2z + 3)> = —25, ona 2z + 3 = 5i ou 2z + 3 = —bi.

—3 + bi . > - —3—0Dbi
— 5 . Second cas : z — 5

+ 3 = -3+ 5i + 3 = 5i, dont le carré vaut —25 v.

Premier cas : 2z = —3 + 5i, donc z =
-3+ 5i
2
Réponse. 2° = —-9=S={3i; -3i} -22+4=0=S = {2i; —2i} -

(z-1)2=-4=S={1+2i; 1—21‘}~(2z+3)2=—25=s=<—32+51',- —32—5">.

Rappel de cours. 2> = —a? (avec a > 0) a exactement deux solutions, ia et —ia. On les
obtient en écrivant —a? = (ia)” puis en factorisant par x? — y2.

Controle : 2 x

Erreur fréquente. N’écrire qu’une solution. Une équation du second degré en a toujours
DEUX dans C (éventuellement confondues) : ici les deux opposées.

Correction de I'exercice 2 - Second degré a coefficients réels

Premiére équation : A = (=2)*—4x1x5=4—20= —16.

Comme A < 0, on écrit /—A =16 = 4, et les solutions sont z = 2 124i =1+ 2i.

Controle par la somme et le produit : (1 +2i)+ (1 —2i) =2 = —% v et
1+20)(1-2)=1+4= =%/.

Deuxiéme équation : A=1—-4 = -3,donc/-A =/3 etz = #

La solution de partie imaginaire positive est j = —1+N3 -5 iﬁ, et l'autre est j = —1on3 5 i\/§~
. 2 . .2 . .

On remarque au passage que j2 = j : les deux solutions sont liées.

(=1-i/3)(=1+#/3) _1+3 _,
4 4 '

Puisj3=j2><j=
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Pour la seconde égalité, il suffit de relire I’équation : j est solution de 22+ z+ 1 = 0, donc
j*+j+1=0, cest-a-dire 1 +j +j° = 0.

Ce nombre j est classique : ¢’est une racine cubique de 1'unité, déja rencontrée au
chapitre 1 en résolvant z2 = Z, et au chapitre 2 parmi les racines n-iémes.
Derniére équation : A=16—-4x4 x5 =16 —80 = —64, donc /—A = 8.

Les solutions sont z = 4+8i _4+8i _1 +

2x4 8 2
Controle du produit : (%+i>(%—i) =%+1 =%=%/

Réponse. 2° —22+5=0=S={1+2i;1-2i} -

22+z+1=0=>S=<_1J2rN§; ‘15‘V§>,avecj3=1et1+j+12=0.

422—4z+5=0=8=<%+i;%—1’>.

Rappel de cours. Coefficients REELS et A < 0 : les racines sont conjuguées, de somme

—b et de produit £. Le nombre j = % vérifiej°=1et1+j+j>=0.

Erreur fréquente. Diviser par 2 au lieu de 2a. Dans la derniere équation, a =4 : le
dénominateur est 8.

Correction de I'exercice 3 - Somme et produit : reconstruire une équation

Premier cas : les deux nombres sont racines de z?> — 6z + 34 = 0.

A =36—136 = =100, doncy=A = 10 etz=%=3¢5i.

Controle : (3+5i)+(3—-5i)=6v et (3+5i)(3—-5i))=9+25=34v.

Deuxiéme cas : I’équation est z2 — 2iz — 1 = 0. Ses coefficients ne sont plus tous réels,
mais la formule du discriminant reste valable.

A=(=2i)>-4x1x(-1)=—-4+4=0.

=1

Le discriminant est nul : il y a une racine DOUBLE, z = %
Les deux nombres cherchés sont doncieti. Controle :i+i=2ivetixi=—-1v.
Troisiéme cas : ’équation est 22 — (1 +i)z+i = 0.

A=(1+1)°—4i=2i—4i=-2i.

Il faut une racine carrée 6§ de —2i. On cherche 6 = x + iy avec x> —y? = 0, 2xy = —2 et
x?+y*=|-2i| =2.

Doux?=1ety?’=1,avecxy<0:6=1—1iconvient (contréle : (1 — 1')2 =1-2i—-1=-2i
v).
Les solutions sont z = a +l)§(1 _l), soitz = % =letz= % =1

Controle : 1 +i est bien la somme v et 1 X i =i est bien le produit v.

Réponse. Somme 6, produit 34 : 3 + 5i et 3 — 5i - somme 2i, produit —1 :i et i (racine
double) - somme 1 + i, produiti: 1 eti.

Rappel de cours. Deux nombres de somme S et de produit P sont les racines de
z? — Sz + P = 0. Réciproquement, pour az? + bz + ¢ = 0 : somme = —2, produit = <.

Erreur f;équente. Ecrire ’équation 22 + Sz + P = 0. Le coefficient du terme en z est
I’OPPOSE de la somme.
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Correction de l'’exercice 4 - Racine évidente et factorisation d’un degré 3

P(3)=27—-3%x94+4x3-12=27-27+12—-12 = 0. Donc 3 est bien une racine.

Comme 3 est racine, P(2) est divisible par z — 3 : il existe un trindme az? + bz + c tel que
P(2) = (z — 3)(az® + bz + ¢).

On développe le membre de droite :
(z=3)(az? + bz +¢) = az® + bz? + cz — 3az*> — 3bz — 3c.

On regroupe : az> + (b — 3a)z? + (¢ — 3b)z — 3c.

Identification avec z3 — 322 + 4z — 12, terme par terme. Degré 3 : a = 1.

Terme constant : =3¢ = —12, donc ¢ = 4.

Degré 2 :b—3a=-3,doncb—-—3=-3etb=0.

Controéle avec le terme de degré 1, non encore utilisé : c—3b=4-0=4v.La
factorisation est cohérente : P(z2) = (z — 3) (22 + 4).

Résolution : un produit est nul si I'un des facteurs ’est. Soit z— 3 = 0, soit 22 + 4 = 0.

Le premier facteur donne z = 3. Le second donne z2 = —4, donc z = 2i ou z = —2i
(exercice 1).

L’ensemble des solutions est S = {3 ; 2i ; —2i} : trois solutions pour un polynoéme de
degré 3, comme annoncé par le théoreme fondamental de 1’algebre.

Contréle par le produit des racines : 3 x 2i X (—2i) = 3 X 4 = 12. Pour un polynéme
unitaire de degré 3, le produit des racines vaut — (terme constant), soit 12 v.

Réponse. P(3) =0 - P(2) = (z — 3)(22 + 4) - S ={3;2i; —2i}.
Rappel de cours. 2, est racine de P = P(z) est divisible par z — zy. Une racine connue fait
donc TOUJOURS descendre le degré d'une unité.

Erreur fréquente. Se lancer dans l'identification sans controler a la fin. Le coefficient
non utilisé pour trouver a, b, c¢ sert de vérification : s’il ne colle pas, il y a une erreur en
amont.

Correction de I'’exercice 5 - Degré 3 a coefficients réels avec une racine
complexe

Les coefficients de P sont réels. Pour un tel polynome, P(z) = P(Z) : la conjugaison
traverse sommes, produits et puissances, et laisse les coefficients inchangés.

Donc P(1 - i) =P(1—1) =0 =0, c’est-a-dire P(1 +1i) = 0.

Les racines non réelles d’un polynome a coefficients réels vont toujours par paires
conjuguées.

Pour la troisiéme racine, on utilise la relation somme : pour z° + bz? + cz + d unitaire, la
somme des trois racines vaut —b, ici —1.

Notons z3 la racine manquante : (1 —i) + (1 +i) +2z3 = —1.
Les parties imaginaires se compensent : 2 + z3 = —1, donc z3 = —3.
Controle direct : P(-3) = —-27+9+12+6=0 v.

Second controle, par le produit : pour un polynéme unitaire de degré 3, le produit des
racines vaut —d = —6. Or (1 —i)(1 +i)(-3) =2 x (-3) = —6 v.

Factorisation : le couple conjugué 1 =i donne un trinéme réel,
Zz-A-NE-A+10)=(=z- 1)2—i2 =22 —-2z+2.
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Avec la racine réelle —3, on obtient P(2) = (22 -2z + 2) (z + 3).

Vérification par développement :
(22—22+2)(z+3) =234322-222-62+22+6=23+2>-4z+6 v.

Bilan de méthode : la relation somme a évité toute division euclidienne. C’est presque
toujours le chemin le plus court quand une seule racine manque.

Réponse. 1 + i est racine car les coefficients sont réels - la troisieme racine est —3 -
P@2) = (2= 2z+2)(z+3),donc S = {1 —i; 1 +i; =3}.

Rappel de cours. Polyndme unitaire de degré 3, z3 + bz? + cz + d : somme des racines
= —b, produit = —d. Une racine manquante se déduit donc d’une simple soustraction.

Erreur fréquente. Appliquer le théoreme des racines conjuguées a un polynéme dont un
coefficient est complexe. Il devient alors faux — c’est exactement ce que montre
I’exercice 19.

Correction de I'exercice 6 - Degré 4 a coefficients réels

Les coefficients sont réels, donc 2i = —2i est aussi racine.

Le couple {2i; —2i} fournit le facteur (z — 2i)(z + 2i) = 2% — (2i)* = 2% + 4, a coefficients
réels.

P est donc divisible par 2% + 4 . il existe un trindéme z? + bz + ¢ (unitaire, car P 'est) tel
que P(z) = (22 + 4) (22 + bz + c).
On développe : (22 + 4) (22 + bz + c) = 2%+ b23 + c2? + 42% + 4bz + 4c.

En regroupant : z* + bz3 + (c + 4)z° + 4bz + 4c.
Identification. Degré 3 : b = —2. Terme constant : 4c = 8, donc ¢ = 2.

Contréles sur les coefficients restants : degré 2 donne ¢ +4 = 6 v ; degré 1 donne
4b = -8 v.

Donc P(z2) = (z2 + 4) (22 —2z+ 2).

Résolution : 22 + 4 = 0 donne z = *+2i.

2+2i
2

L’ensemble des solutions est S = {2i; —2i; 1 +1i; 1 —i} : quatre racines pour un degré 4,
réparties en deux couples conjugués.

Et 22 — 2z + 2 = 0 a pour discriminant A =4 — 8 = —4, donc z = =1=Ii.

Controle global par le produit des racines : (2i)(—2i)(1 +i)(1 —i) =4 X 2 = 8, et pour un
polynome unitaire de degré 4 le produit des racines vaut le terme constant, soit 8 v.

Réponse. —2i est racine - P(z) = (2° +4) (2> =2z +2) - S ={2i; —2i; 1 +i; 1 —i}.
Rappel de cours. Un polyndéme a coefficients réels se factorise toujours en produit de

facteurs réels de degré 1 ou 2 : chaque couple de racines conjuguées donne un trinome
réel.

Erreur fréquente. Associer 2i avec 1 +i. Seul le regroupement d’une racine avec SA
conjuguée produit un facteur a coefficients réels.

Correction de I’exercice 7 - Equation bicarrée

On pose Z = 2°. L’équation devient Z*+3Z -4 =0, du second degré en Z.

A=9+16=25,doncﬂ=5etz=%.
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Celadonne Z=1ouZ = —4.
On revient a z. Premier cas : z2=1,doncz=1ouz = —1.
Second cas : 22 = —4, donc z = 2i ou z = —2i.

Chaque valeur de Z fournit DEUX valeurs de z : on obtient bien 4 solutions pour une
équation de degré 4.

S={1;-1;2i; -2i}.
Controle sur z = 2i : 20)* +3(21) -4 =16-12—-4 =0 v (car (2))* = 16i* = 16 et
(20)% = —4).

Factorisation : connaissant les quatre racines d’un polyndme unitaire, on écrit
directement z* + 32% — 4 = (z — 1)(z + 1)(z — 2i)(z + 2i).

On peut aussi regrouper en facteurs réels : (22 - 1)(2% +4), ce qui se vérifie en
développant : z* +42° — 22 -4 =2*+32* -4 v.

Réponse.Zz+SZ—4= OdommeZ=1ouZ=-4-S={1;-1;2i; =-2i} -

22 +322-4=2-1D(z+1(z-2i)(z+2i)= (22 - 1) (22 + 4).

Rappel de cours. Equation bicarrée : on pose Z = z2, on résout en Z, puis on revient a z
— chaque solution Z donne deux solutions z opposées (une seule si Z = 0).

Erreur fréquente. S’arréter aux valeurs de Z. Z = 1 n’est pas une solution de I’équation
initiale : il reste a résoudre 22 = 1.

Correction de I'exercice 8 - Second degré a coefficients complexes

Premiére équation : A = (1 + 2i)* — 4(—1 + i).
(1+20)2=1+4i+4i%>= -3 +4i, et —4(—1 +1) = 4 — 4i.

Donc A = (=3 + 4i) + (4 — 4i) = 1. Le discriminant est un réel positif : une racine carrée
évidente est 6 = 1.

Q+2i)+1 2 +2i
2 2

Controle : somme (1+1')+1'=1+21'/;produit(1+i)1'=1'+i2=—1+i/.

Les solutions sont z = , soit z = =1l+ietz= % =1.

Remarque importante : 1 +i et i ne sont PAS conjuguées. C’est normal, les coefficients ne
sont pas tous réels.

Deuxiéme équation : A = (3 + 4i)* — 4(—1 + 5i).

3+ 41')2 =9+24i+16i°= -7+ 24i, et —4(—1 + 5i) = 4 — 20i.

Donc A = (=7 + 24i) + (4 — 20i) = -3 + 4i.

Il faut une racine carrée de —3 +4i. Onpose 6 = x +iy: x> —y?> = -3, 2xy =4 et
x?+y?=|-3+4i|=5.

En additionnant les deux équations en x? et y? : 2x? = 2, donc x? = 1 ; en soustrayant,
2y? =8, donc y? = 4.

Comme 2xy =4 > 0, x et y sont de méme signe : 6 = 1 + 2i convient. Controéle :
(1+20)°=-3+4iv.

(3 +4i) =1+ 2i) 4+ 6i _ . _
5 T =2+3ietz= 5

Controle : somme (2 + 3i) + (1 + i) = 3 + 4i v ; produit
2+3i)(1+i)=24+2i+3i—-3=-1+b5iv.

Réponse. 2° — (1 +2i)z+ (-1 +i1)=0=S={1+i;i}-

Les solutions sont z = , soit z = 2+2i _ 1 +1i.
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22— (3+4+4i)z4+(-1+4+5))=0=S={2+3i;1+i}.

—bxd 6, ou 6 est UNE racine carrée de A, obtenue par le systeme

Rappel de cours. z = E
x? —y? = ReA, 2xy = ImA, x? + y? = |A|.

Erreur fréquente. Annoncer des racines conjuguées. Cette propriété exige des
coefficients REELS : ici, les deux solutions n’ont aucune raison de I'étre.
Correction de l'exercice 9 - Factoriser par groupement

Pour la premiere, on regroupe les deux premiers termes et les deux derniers :
2Z2+22+2+1=2%(z+ 1)+ 1(z+1).

Le facteur z + 1 est commun : 23+ 2%+ 2+ 1 = (2 + 1)(22 + 1).

L’équation devient (z + 1)(22 + 1) =0, donc z = —1, ou 22 = —1 c’est-a-dire z = i ou
zZ=—I.

S={-1;i;—i}.Contrdlesurz=i:i°+i’+i+1=—i—1+i+1=0v.

Remarque : ces trois nombres sont les racines quatriemes de 1'unité privées de 1 —
2t -1
z-1

logique, puisque 23 + 2?4+ z+1 = pour z # 1.

2
Deuxiéme équation : 2 — 1 = (22) —1%= (22 - 1) (22 + 1) par différence de carrés.
On factorise encore : 22 —1=(z—-1)(z+ 1 etz?+1 = (z—i)(z+1).

Douz*-1=@@-1Dz+DEz-iz+i)etS={1;-1;i; —i}:les quatre racines
quatriemes de 1'unité.

Troisiéme équation : elle est déja factorisée. Un produit est nul si et seulement si I'un des
facteurs est nul.

2>+ 1 = 0 donne z = =i.

22—22+2=0apourdiscriminantA=4—8=—4, donc z = 2122i=lii.
S={i;—-i;1+i;1-i}.
Réponse.z3+z2+z+1=(z+1)(z2+1),5={—1;i,-—i}~

22 -1=0=S={1;-1;i;-i}- (22 +1)(22=2z+2)=0=S={i; —i; 1 +i; 1-i}.

Rappel de cours. Réflexes de factorisation : mise en facteur par groupement, différence

de carrés a? — b2, et dans C la SOMME de carrés se factorise aussi :
22 4+ a® = (z —ia)(z + ia).

Erreur fréquente. Croire que 22 + 1 est irréductible. Ce n’est vrai que dans R : dans C,
tout polynome de degré = 1 se factorise en facteurs du premier degré.

Correction de I'’exercice 10 - Théoreme fondamental de ’algebre et
multiplicité

PG =i’—ixi*+i—-i=—-i—ix(-1)+0=—i+i=0.Donc i est racine.

Pour factoriser, on regroupe : 2° —iz? +z—i=2%(z—i)+ 1(z—i) = (2 — 1) (22 + 1).

Il reste a factoriser z2 + 1, qui est une somme de carrés : 2%+ 1 = 22 —i* = (z — i)(z + ).
En reportant : P(2) = (z — i)(z — i)(z + 1) = (z — 0)*(z + i).

Contréle par développement : (z — i) = 2% = 2iz + i = 2% — 2iz — 1.

Puis
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(22—2iz— 1)(z+i) =23 +i22—2i22 =22 —z—-i=23—i2?4+22—z—-i=23—i2+z—iv.
Lecture des racines : i apparait avec I’exposant 2, c’est une racine DOUBLE (de
multiplicité 2) ; —i apparait avec 1’exposant 1, c’est une racine simple.

Compte : 2+ 1 = 3, qui est bien le degré de P. Le théoreme est vérifié.

Attention a la formulation : I’équation P(z) = 0 n’a que DEUX solutions distinctes, i et —i.
C’est en comptant les multiplicités que 1’on retrouve 3.

Conséquence générale a retenir : dans C, tout polynome de degré n s’écrit

my my , . A . / .
a(z—2zy) ' (z—2z,) “avec my + ... + my, = n. Il n’existe aucun polynome irreductible de
degré = 2.

C’est ce qui distingue radicalement C de R, oll 22 + 1 reste irréductible.
Réponse. P(i) =0 - P(z) = (z — i) (22 + 1) =(z— i)z(z + i) - racines : i (double) et —i
(simple), soit 3 racines comptées avec multiplicité, pour un degré 3.

Rappel de cours. Théoreme fondamental de 1’algebre : un polynome de degré n a
coefficients complexes a exactement n racines dans C, comptées avec leur multiplicité. z,

est racine de multiplicité m si (z — z,)™ divise P mais pas (z — zo)" T .

Erreur fréquente. Confondre « nombre de racines » et « nombre de solutions
distinctes ». Ici il y a 3 racines mais seulement 2 valeurs différentes.

Correction de I'exercice 11 - Factorisation de z» — 1

Premiére facon : on développe (z — 1)(22 +2z+ 1) =234+2°242-2°-2-1=23-1. Donc
2-1=@-1D(2+z+1).

# etj = ﬂ (exercice

Seconde facon : les racines cubiques de I'unité sont 1, j = 5

2).

Le polynéme 23 — 1 est unitaire de degré 3, donc 23 — 1 = (z — 1)(z —j)(z —)).

Les deux factorisations concordent : le trinéme 22 + z + 1 est justement celui dont j et j
sont les racines v.

Pour 2% — 1, les racines quatriémes de 'unité sont 1, i, —1, —i, d’olt
2r—1=(@-1(z-i)(z+1)(z+1i).

Controéle par regroupement : (z—1)(z+ 1) = 2> —1et(z—1i)(z+i) =2°+1, dont le produit
vaut 24 —1 v.

Pour le cas général, on développe le produit (z — 1)(1 +z+...+2" 1).

En distribuant : (z + 2%+ ... +z”) - (1 424+ ... +2"" 1).

n

Presque tout se télescope : les termes 2,22, ...,2" ~ ! apparaissent une fois avec le signe +

et une fois avec le signe —.
Il ne reste que 2" — 1. L’identité est démontrée.

Cette identité est la version polynomiale de la somme géométrique : pour z # 1,

n_
l4z+. . +2n-1=2=1
z—-1

Application : 1 + z + 22 + 23 = 0. D’apres l'identité avec n = 4, cela équivauta z* =1 =0
ETz=1.

Les racines quatriémes de I'unité sont 1, i, —1, —i ; on retire 1.
S={-1;i; —-i}.Controlesurz=-1:1-14+1-1=0v.
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Réponse. 2> —1 = (z — 1)(22 +2z+ 1) =@Z-DE-j)kz-]j) -
-1=@E-De+Dez-dz+D) - 2"-1=-D(1+z+..+2"" 1)
142+22+28=0=S={-1;i; —i}.

Rappel de cours. 2" — 1 = HZ;Z(z — eZik”’”) =(z— 1)(1 +z4+ ... +2" 1). Les solutions
de1l+2z+...+2" 1 =0 sont donc les racines n-iemes de 1'unité PRIVEES de 1.

Erreur fréquente. Oublier d’exclure z = 1. C’est une racine de 2" — 1, mais pas de
1+2z+..4+2"" % quiyvautn.

Correction de I'exercice 12 - Relations entre coefficients et racines

Le polyndme est unitaire : 2> + bz> +cz+d avech=2,c = -5,d = 1.

On développe la forme factorisée pour établir les relations :
(—2)(Z=2))(2—23) =23 = (21 + 25 + 23)2° + (2129 + 2123 + 2223)Z — 212925.
Par identification : z; + 25 + 23 = —=b = =2.

2129 + 2123 + 2923 = € = —O.

212723 = —d = —1.

Pour la somme des inverses, on réduit au méme dénominateur :

1 .1, 1 — 2723+ 2123+ 212
21 22 23 2127223 )

Le numérateur est la deuxieme relation et le dénominateur la troisieme : :—? = 5.

(Le calcul est l1égitime : aucune racine n’est nulle, sinon le terme constant d = 1 serait
nul.)

Pour la somme des carrés, on part de l'identité

(Z1 + 23+ 23)2 = 23 + 23 + 2% + 2(2125 + 2123 + 2223).

Onisole : 22 + 22 + 22 = (21 + 2o + 23)° — 2(2129 + 2123 + 2223).

Application numérique : (—2)* =2 x (=5) =4 + 10 = 14.

Controle numérique approché : les racines de cette équation valent environ 1,77, 0,21 et
—3,98. Leur somme vaut bien = —2 v, et la somme de leurs carrés
~3,13+0,04+15,84 =14 v.

Intérét de la méthode : ces expressions SYMETRIQUES (inchangées quand on permute
les racines) s’expriment toujours a partir des coefficients, sans jamais résoudre
I’équation.

Réponse. 2, + 25+ 23 = -2 - 212, + 2123 + 2923 = =5 - 212,23 = —1 - Zl1+zl2+zl3 =5-
23+ 23 + 23 = 14.

Rappel de cours. Pour 2° + bz? + ¢z + d : somme = —b, somme des produits deux a deux
= ¢, produit = —d. Deux conséquences utiles : Ezl, =Sret X2 = b* - 2c.

Erreur fréquente. Ecrire 27 + 2% + 23 = (2, + 5 + 23)>. 1l faut retrancher le double des
produits deux a deux.

Correction de I’exercice 13 - Un polynome de degré 5 a coefficients réels

P est de degré 5, donc il a exactement 5 racines dans C, comptées avec multiplicité.

Ses coefficients étant réels, ses racines non réelles vont par paires conjuguées : leur
nombre est donc PAIR.

Si toutes les racines étaient non réelles, leur nombre 5 serait pair — contradiction. P
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admet donc au moins une racine réelle.

C’est un résultat général : tout polynéme a coefficients réels de degré IMPAIR admet au
moins une racine réelle.

Passons a la factorisation. On regroupe les termes par paquets faisant apparaitre z — 1 :
P(2) =2%z-1)+22%z- 1)+ 1(z-1).

Contréle du regroupement : z4(z— 1) =2°—2* v, 22%(z- 1) =223 -22? v, 1(z- 1) =2 -1
v. La somme redonne bien P(z).

On met z — 1 en facteur : P(z) = (z — 1)(24 +22% + 1).

2

Le second facteur est une identité remarquable : z* + 222 + 1 = (22 + 1) .
2

Donc P(z) = (z— 1)(22 +1)".

On termine dans C: 22+ 1 = (z —i)(z+1), dou P(2z) = (z — 1)(z — i)z(z + i)z.

Racines : 1 est racine simple, i est racine double, —i est racine double.

Compte:1+2+2 =5 v, ce qui est bien le degré.

La racine réelle annoncée a la question 1 est 1, et les racines non réelles vont bien par
paires conjuguées, chacune avec la méme multiplicité — c’est toujours le cas pour un
polynéme réel.

Réponse. Degré impair et coefficients réels = au moins une racine réelle -

2
P@) = (z-1)(z*+1)" = (- 1)z -1’z + 1)’ - racines : 1 (simple), i (double), —i (double).
Rappel de cours. Polynome a coefficients réels : les racines non réelles vont par paires

conjuguées, AVEC la méme multiplicité. Un degré impair impose donc au moins une
racine réelle.

Erreur fréquente. Oublier la multiplicité en concluant « trois racines ». Il y en a cinq
comptées avec multiplicité, pour trois valeurs distinctes.

Correction de I'exercice 14 - Equation réciproque : le changement de
variableu =z + 1/z

Siz =0, le membre de gauche vaut 2 # 0. Donc 0 n’est pas solution, et I’'on peut diviser
par 22 sans rien perdre.

2 _
+2 =

Njo
©

L’équation équivaut a 22> — 5z + 6 —

N

On regroupe les termes symétriques : 2 <22 + %
z

N————

—5(z+%)+6=0.
1 +2.

%.Alorsu2=22+2><z><7+l2=zz+l2
z

u2—2)—5u+6=0.

Posonsu =2z +

Donc 2% + % = u? — 2, et ’équation devient 2
P

—~ N

Soit 2u? —4 — 5u + 6 = 0, c’est-a-dire 2u? — 5u + 2 = 0.

Résolutionenu: A=25-16=9, donc u = 513,soitu=20uu=%.
Premier cas : z + % = 2. En multipliant par z : 22 -22+1 =0, soit (z — 1)2 = 0.
On obtient z = 1, racine DOUBLE.

Second cas: z+ 4 = L, soit 22 — Lz +1 = 0, ou encore 22% —z + 2 = 0.

zZT 2
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A=1—16=—15<O,doncz=% V15

L’ensemble des solutions est S = <1 ; 1 +i’ 15 ; 1 _ZL“ 15 > la racine 1 étant double :
cela fait bien 4 racines comptées avec multiplicité.

Controle par le produit des racines, qui doit valoir 2 =1 :

(1 +i/15)(1 —i/15) _1+15_4,

16 16 '
Controle par la somme, qui doit Valoir% :1+1+ % + %
Réponse. 2u? —5u+2=0donneu=2ouu= % S = <1 (double) ; 1 +im ; L —ilﬁ>.

][]

1x1x

=2
_2/_

Rappel de cours. Equation réciproque de degré 4 : diviser par z2, poseru = z + % et
utiliser 22 + % = u? — 2. On passe d’un degré 4 a un degré 2.

Erreur fréquente. Diviser par z? sans avoir vérifié que 0 n’est pas racine. C’est cette
vérification qui rend la transformation réversible.

Correction de l'exercice 15 - Une équation avec parametre

Le discriminant vaut A = (—2)2 —4dm=4—-4m = 4(1 — m).
Sim<1:A>0,'équation a deux solutions REELLES distinctes, 2 = 1 /1 — m.
Sim=1:A =0, 'équation a une solution réelle double, z = 1.
Sim>1:A<0.0nécritA=-4(m—-1)avecm—1>0, donc/-A =2/m—-1.

2+2iym-1
2

Les solutions sont alors z = =1=+i/m—1 : deux complexes conjugués non
réels.

Pour la deuxieme question, on se place dans le cas m > 1. Le module commun des deux
solutions vaut |1 +i/m — 1| =1+ (m - 1) = /.

Méthode alternative, plus rapide : les deux racines sont conjuguées, donc leur produit
vaut |z|2. Or ce produit vaut % = m. Donc |2:|2 =m et |z| =/m.

La condition |z| = 2 s’écrit /m = 2, soit m = 4 — valeur bien supérieure a 1, donc
compatible avec le cas étudié.

Contrdle : pour m = 4, les solutions sont 1 +i/3, de module V1 +3 =2 v.

Troisiéme question : pour m > 1, les solutions s’écrivent 1 + iym — 1. Leur partie réelle
vaut toujours 1.

Quand m parcourt 11; +[, la quantité ym — 1 parcourt ]0; +«[ tout entier (la fonction est
continue et strictement croissante, de limite 0 en 1 et +« en +x).

Les points images décrivent donc la droite verticale d’équation x = 1, PRIVEE du point
(1;0) : la moitié au-dessus pour la solution de partie imaginaire positive, la moitié en
dessous pour sa conjuguée.

Le point (1;0) est exclu de cette description, mais il correspond au cas m = 1 traité a
part : la réunion de tous les cas m = 1 donne la droite entiére.

Réponse. m < 1 : deux solutions réelles 1 +y1 —m - m=1 : racine double 1 - m>1:
deux solutions conjuguées 1 +i/m — 1 - module 2 pour m = 4 - les images décrivent la
droite d’équation x = 1 privée de (1;0).

Rappel de cours. Deux racines CONJUGUEES ont pour produit 2z = |z|2. Comme le
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produit vaut aussi £, on obtient le module sans calculer les racines.

Erreur fréquente. Utiliser JA quand A < 0. On écrit A = —4(m — 1), donc
J=A =2/m -1, et le i apparait devant.

Correction de l’exercice 16 - Racines et géomeétrie : z3 = —27

23427 =23+ 3. c’est une somme de cubes. On remarque que —3 est racine évidente,
puisque (—3)3 +27=0.

On factorise donc parz+ 3 : 23 + 27 = (z + 3) (22 +bz+ c).

Développement : (z + 3)(22 + bz + c) =23+ (b +3)2*+ (c + 3b)z + 3c.

Identification avec 23 + 022+ 02+ 27 : b+ 3 =0donne b = -3 ; 3c =27 donnec =9 ;
controle surletermeenz:c+3b=9-9=0 v.

Donc 2° +27 = (z+3)(2* = 32 +9).

Le trindme a pour discriminant A = 9 — 36 = =27, donc /—A =3/3 etz = %

_ 3/3. .3 _3/3.
32 1et2 21.

Seconde méthode : —27 = 27e™. On cherche z = re'® avec r® = 27 et 30 = 1 + 2kuI.

Les trois solutions sont

Dour=3etf = 2gﬂ,pourk 0,1,2: 1esangles§ met 5:;7
Cela donne 3e™/3 = 3(% + go >+ 3‘Fl puis 3e™ = -3, puis 3e°"/3 = % - _3‘é§j,

Les deux méthodes donnent les mémes solutions v. La factorisation reste algébrique ;
I’exponentielle donne en prime la position géométrique.

Géomeétrie : les trois solutions ont toutes pour module 3 — vérification pour la premiére :
,/% + 24—7 =9 = 3 v — donc les trois points sont sur le cercle de centre O et de rayon 3.

2

Leurs arguments sont espacés de <~ 3

: les points sont régulierement répartis sur ce
cercle.

Le triangle est donc EQUILATERAL. Controle par les longueurs :
Wi a) = |3+ 2] = [FLE2T = 27 = 585,

4
Et la distance entre les deux solutions conjuguées vaut |3i\/§ | = 3/3 v : les trois cotés
sont bien égaux.

3

2
3e~ /3 . triangle équilatéral de coté 3/3 inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 3.

Réponse. 2> + 27 = (z + 3)(22 —3z+ 9) - S = <—3 ; % +303; ; %— ¥1> soit 3e'™, 3e™/3,

. A 1
Rappel de cours. Les n solutions de 2" = a sont sur un méme cercle de rayon |a| " avec
des arguments espacés de ZTH : elles forment toujours un polygone régulier de centre O.

Erreur fréquente. Ecrire 23 = —27 = z = —3 et s’arréter 1a. Une équation de degré 3 a
trois solutions : —3 n’est que la seule réelle.

Correction de I’exercice 17 - Bicarrée a discriminant complexe
On pose Z = 2° : I’équation devient Z?-2Z+4=0.
A=4-16=—-12, doncV=~A =12 = 2/3 et Z = % =1+i/3.
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-5,

N[~

Forme exponentielle de Z; = 1 +i/3 : son module vauty1 +3 =2, et Z; = 2<

I
3"

Ainsi Z; = 2e™’3, et par conjugaison Z, = 1 —i/3 = 2e

donc son argument est

—im /3

On résout maintenant 2> = 2e™/3. En posant z = re®® : r> = 2 et 20 = % + 2kiI.

Dour=J2 et = % + kT : deux solutions opposées, z = /2 e"/6 et z = —/2 /6,

Forme algébrique : 2 /6 = \/§<g + %1> = g + gi = @

De méme, 2° = 2e™/3 donne z = /2 e /6 = i_\/g _2 i\/z.

Les quatre solutions sont donc i\/ﬁ ; iV2 et i\/ﬁ —2 i2 .

Controle : 1 +i/3 v — on retrouve bien Z;.

2
<J€+zﬁ> _6+2i/12 —2 _ 4 +4i/3 _
2 4 4

2
Puis Z3 —2Z,+4 = (1+i\/§) —2(1 +iﬁ)+4= (—2+2iﬁ)—2—2iﬁ+4=0 v.
Remarque géométrique : les quatre solutions ont toutes pour module V2 et pour
arguments i% etm= % Elles forment un rectangle inscrit dans le cercle de rayon 2,

symétrique par rapport aux deux axes — et non un carré, car les racines ne sont pas des
racines quatriemes d’'un méme nombre.

; _ - s ooxin/3 . o JY6+i2 V6 +i/2  J6 -2  _J6—i2
Réponse. Z = 1 + i3, soit 2e*™” S—< = e BoNE . )

Rappel de cours. Pour extraire une racine carrée d'un complexe, deux voies : le systeme
algébrique (chapitre 1) ou la forme exponentielle — z2 = pe'® donne z = +/p e*/2. La
seconde est plus rapide des que I’argument est remarquable.

Erreur fréquente. Oublier la seconde valeur de k en résolvant z? = Z. Chaque Z fournit
DEUX valeurs opposées de z : au total quatre solutions, comme 1’exige le degré 4.

Correction de 'exercice 18 -z*+ 723+ 722+ z + 1 = 0 et la valeur exacte de
cos(21/5)

D’apreés l'exercice 11, 2° — 1 = (z — 1)(24 +23+22+ 2+ 1).

Doncz*+23+22+2+1=06équivautaz’>=1ETz = 1.

2ikm /5

Les solutions sont donc les quatre nombres e pour k =1, 2, 3,4, c’est-a-dire les

racines cinquiemes de 1'unité privées de 1.

2im/ 5 —2im/5 8im/5 4im /5

Ces quatre nombres sont deux a deux conjugués : e
—4in/5 _ 6im/5

avec e =e ,ete

avec e
Passons au changement de variable. 0 n’est pas solution (le membre de gauche y vaut 1),
donc on peut diviser parz® : 22 +z + 1 + % + lz =0.

z
On regroupe les termes symétriques : (zz + %) + (z + %) +1=0.

z
Avecu=z+%, onau2=22+l2+2, donczz+%=u2—2.

z z

L’équation devient u? —2+u+1 =0, c’est-a-dire u>+u—1 = 0.
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-1+J5
—

Résolution: A=1+4=5,doncu =

Interprétons u. Si z = e est de module 1, alors % =z=e% doncu=e+e

~i0 = 2 cosH.

Les quatre solutions étant de module 1, les valeurs possibles de u sont 2 cos 21 (pour le

couple conjugué k = 1,4) et 2 cos A1 (pour le couple k = 2, 3).

Reste a savoir laquelle vaut laquelle. Comme 2517 = 72° est un angle aigu, cos 2517 >0:
c’est la racine POSITIVE qui lui correspond.
2H 1 + \/g 7N 2_H — \/g — 1
Donc 2 cos £+ 5 5 ——=, d’ou cos 5 =4
Et l’autre racine, négative, correspond a 4511 144°, angle obtus : cos %T = #

J5-1_2236-1
4 4

Controle numérique : = 0,309, et cos72° = 0,309 v. De méme

=1=2:230 < _0,809 et cos 144° = ~0,809 v.

Cette valeur est celle qui gouverne la construction du pentagone régulier a la regle et au
compas : le nombre 1 +2‘/§ le nombre d’or, y apparait naturellement.

Réponse. Les solutions sont les e?*"/3 k € {1,2,3,4} -u?’+u—1=0donne u = # .
cosz?H = 54_ L et cos‘%H = 1;5.

Rappel de cours. Si |z| = 1 alors % =Z,donc z + % = 2cos0 : le changement de variable

réciproque transforme une équation complexe en une équation REELLE sur un cosinus.

Erreur fréquente Attribuer les racines au hasard. C’est le SIGNE du cosinus qui

décide : 5 I est aigu (cosinus pOSltlf) I est obtus (cosinus négatif).

Correction de I’exercice 19 - Une racine réelle cachée dans un polynome
complexe

Soit x un réel. On sépare les parties réelle et imaginaire de P(x), en regroupant les
termes selon qu’ils contiennent i ou non.

P(x) = x3 — 2x% — 3ix? — x + 5ix + 2 — 2i.

Partie réelle : x3 — 2x? — x + 2. Partie imaginaire : —3x? + 5x — 2.

(C’est licite précisément parce que x est REEL : sinon x3 ou x? auraient eux-mémes une
partie imaginaire.)

Un nombre complexe est nul si et seulement si ses deux parties le sont. Donc P(x) = 0
équivaut au systéme x3 —2x> —x+2=0et —=3x*+5x—2 = 0.

La seconde équation, du second degré, est la plus simple : 3x2-5x+2 =0, de
discriminant A = 25 —-24 = 1.

5+1
6

On teste ces deux candidats dans la premiere équation. Pourx=1:1-2-1+2=0v.

Pourx=2.8 _8_2,,_8-24-18+54 _ 20, x

3°27 9 3 27 27
Seul x = 1 vérifie les DEUX équations : c’est I'unique racine réelle de P.

D’ou x =

,soitx=1oux=%.

(Au passage, la premiere équation se factorise en (x — 2)(x — 1)(x + 1) = 0, de racines 2, 1
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et —1 : l'intersection des deux ensembles de solutions se réduit bien a {1}.)
Factorisation : P(2) = (z — 1)(22 + az + b). En développant : 23 + (a — 1)z + (b — a)z — b.
Identification. Terme constant : —b =2 — 2i, donc b = -2 + 2i. Degré 2 : a — 1 = —(2 + 3i),
donca = -1 - 3i.

Controle surle terme de degré 1 : b—a = (-2 + 2i) — (-1 —-3i) = —1 + 5i v, ce qui est
bien le coefficient attendu.

Donc P(2) = (z — 1) (2% = (1 + 3i)z + (=2 + 20)).

Reste a résoudre 2% — (1 + 3i)z + (-2 + 2i) = 0.
A=(1+3i)2—4(—2+2i)=(1+6i—9)+8—8i= —21.

Une racine carrée de —2i est 6 = 1 — i (déja rencontrée a l’exercice 3 : (1 — i)2 = —2i).

1+3i)x((1-1) 2+4+2i _ . _4i _ o
5 S —1+1etz—2—21.

S={1;1+i; 2i}. Contréle par la somme, qui doit valoir 2 +3i : 1 + (1 +1i) +2i =2 + 3i
v.

Les racines sont z = , Soit z =

Controle par le produit, qui doit valoir —(2 — 2i) = =2 + 2i :
Ix(L+i)x20=2i+2i°=-2+2iv.

Observation finale : les trois racines 1, 1 +i et 2i ne sont PAS deux a deux conjuguées —
ce qui confirme que le théoréme des racines conjuguées exige bien des coefficients réels.

Réponse. Séparation des parties réelle et imaginaire : x3 —2x> —x+2 =0 et
3x2 —5x+ 2 =0 - unique racine réelle : x =1 - P(2) = (z — 1)(22 - (1+3i)z+(—-2+ 21')) .
S={1;1+i;2i}.

Rappel de cours. Pour chercher une racine REELLE d’un polyndme a coefficients
complexes : poser z = x réel, séparer partie réelle et partie imaginaire, et résoudre le
SYSTEME. Les solutions communes aux deux équations sont les seules racines réelles.

Erreur fréquente. Se contenter des solutions de I’'une des deux équations. 2 annule la

3
partie imaginaire mais pas la partie réelle : ce n’est pas une racine.

Correction de I’exercice 20 - Probleme de synthése : racines d’un polynome
et triangle

P(-1)=-1-3%x1+3%x(-1)+7=-1-3-3+7=0:-1 est bien racine.
On factorise parz+ 1 : P(2) = (z + 1) (22 + bz +¢) =22+ (b + 1)2* + (c + b)z + c.

Identification : terme constant c = 7 ; degré 2 : b+ 1 = —3, donc b = —4 ; controle sur le
degré 1:c+b=7-4=3v.

Donc P(z) = (z + 1)(22 — 4z + 7).

Résolution du trindme : A = 16 — 28 = —12, donc V—A = 23 et z = % =2+i/3.

S={-1;2+#/3;2-i/3). Onpose A(-1), B(2+i/3) et C(2 - i/3).
Longueurs. AB = |(2 + i\/§) - (—1)| = |3 + i\/§| =J/9+3 =/12 = 2/3.

AC = |3 - i\/§| = 2/3 : c’est le conjugué du précédent, donc le méme module.
BC =|(2+i/3) - (2 - /3)| = |2i/3] = 2/3.

Les trois cotés valent 2/3 : le triangle ABC est EQUILATERAL.

Pour un triangle équilatéral, le centre du cercle circonscrit est confondu avec le centre
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de gravité, d’affixe Lg-l-c_

Or la somme des racines vaut —% = 3 (relation coefficients-racines), donc le centre Q a
pour affixe % = 1.

Rayon: QA =|—1—1|=2. Controle : OB =[2+i/3 —1|=[1+/3|=/T+3 =2 v, et

QC = 2 par conjugaison v'.
Le cercle circonscrit a donc pour centre Q(1) et pour rayon 2.

Rotation : I'image de B par la rotation de centre Q et d’angle 20 5 pour affixe

. 3
Z=e*3(h—-1)+1.
Orb-1=1+#3 = 2<%+§i> = 2el"/3,
Donc 2’ = e?/3 x 2e/3 4+ 1 =2+ 1 =-2+1= -1, qui est bien I'affixe de A v.

C’est une confirmation du caractere équilatéral : une rotation d’un tiers de tour autour
du centre permute les trois sommets.

a?/3
1

Aire : pour un triangle équilatéral de c6té a, I’aire vaut
Ici a = 2/3, donc a? = 12 et l'aire vaut 12f = 3/3.
Contrdle par une autre voie : la base BC = 2/3 est verticale, et la hauteur issue de A est

la distance horizontale entre x = —1 et x = 2, soit 3. L’aire vaut 2‘/§2—XS =3/3 v.

Réponse. P(2) = (z + 1)(22—4z+7)-5=<—1;2+i\/§;2—i\/§> -AB=AC =BC=2/3 :

triangle équilatéral - cercle circonscrit de centre Q(1) et de rayon 2 - la rotation d’angle
20

< envoie B sur A - aire = 3/3.

Rappel de cours. Le centre de gravité d'un triangle a pour affixe

%b"’c — donc la

somme des racines, divisée par 3. Pour un triangle équilatéral, il est aussi le centre du
cercle circonscrit.

Erreur fréquente. Chercher le centre du cercle circonscrit par les médiatrices. Ici la
relation coefficients-racines le donne immédiatement, sans aucun calcul de droite.
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