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Nombres complexes (forme algébrique)
— Terminale maths expertes

20 exercices corrigés - mathlvl.fr
Enoncés

Les nombres complexes naissent d’une décision : on ajoute aux réels un nombre i tel
que i* = —1, et tout devient calculable — les équations du second degré ont toujours
deux solutions, la géométrie du plan se traite par le calcul. Ces 20 exercices corrigés
couvrent toute la forme algébrique du programme de maths expertes : partie réelle et
partie imaginaire, conjugué, module, inverse et quotient, équations a coefficients
réels puis complexes, racines carrées d’un nombre complexe, points et vecteurs dans
le plan complexe, ensembles de points. Deux outils reviennent en permanence et
méritent d’étre automatisés : I'identification x +iy=x"+iy e x=x"ety =y, qui
ramene une équation complexe a un systeme réel, et la relation |z|2 = 2Z, qui
transforme une distance en produit. La difficulté est croissante : les quatre derniers
exercices sont des problemes de synthese type bac, entierement rédigés.

Version en ligne, avec les corrections dépliables :
mathlvl.fr/exercices-corriges/terminale-maths-expertes/nombres-complexes-forme-algeb
o J

Exercice 1 - Forme algébrique, partie réelle et partie imaginaire

L’ensemble C des nombres complexes contient les réels et un nombre i vérifiant
i = —1. Tout nombre complexe s’écrit de fagon UNIQUE sous la forme z = x + iy avec
x et y réels : c’est sa forme algébrique, x = Re(z) et y = Im(z). On pose z; = 3 — 5i,

z, =7i et z3 = —4.

1. Donner la partie réelle et la partie imaginaire de z;, 2, et z3. Lesquels sont réels ?
imaginaires purs ?

2. Ecrire A = Z; + (=2 + 8i) sous forme algébrique.

3. Déterminer les réels x et y tels que (2x + 3) + (y— 1)i = 5 — 4i.

rique

S J
Exercice 2 - Les puissances de i
La seule regle nouvelle est i = —1 : tout le reste du calcul complexe suit les regles

habituelles de I'algebre.

1. Calculer i?, i°, i* et i°.

2. En déduire i*°%°.

3. Calculer S = 1 +i+i*+... +i°°%,

4. Calculer (1 + )% puis (1 + ).

Exercice 3 - Somme, produit et identités remarquables

On pose z = 3 + 2i et 2 = 1 — 4i. Les calculs se menent comme avec des expressions
littérales, en remplagant i par —1 ala fin.

1. Calculerz+ 2z etz—2.
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2. Calculer z x 2.
3. Calculer (2 — i)% et (3 + 2i)(3 — 2i).
4. Calculer (1 + i)3.

Exercice 4 - Conjugué : calculs et propriétés

Le conjugué de z = x + iy (avec x, y réels) est Z = x —iy. On pose z = 5 — 3i.
1. Calculerz, z+ 2z, z —Z et 2zZ.

2. Démontrer que pour tout complexe z = x +iy : 2+ Z = 2Re(2), z — Z = 2ilm(2) et
2Z = x% +y2.

3. Calculer (2 +i)(3 — 4i) de deux fagons différentes.

Exercice 5 - Inverse et quotient : la quantité conjuguée

Mettre un quotient sous forme algébrique repose sur une seule idée : multiplier le
numérateur et le dénominateur par le CONJUGUE DU DENOMINATEUR, ce qui rend
celui-ci réel (exercice 3).

1
2 —5i
3+i
2 — bi

3. Ecrire 41 sous forme algébrique.

1-i
2-—3i
i

1. Ecrire sous forme algébrique.

2. Ecrire

sous forme algébrique.

4. Ecrire sous forme algébrique.

Exercice 6 - Module et ses propriétés multiplicatives

Le module de z = x + iy est le réel positif |z| = |x* + y? : c’est la distance de ’origine
au point d’affixe z. On pose z=3 —-4iet2 = -1 +1i.

1. Calculer |z]| et |2'|, puis vérifier que 2Z = |z|2.
2. Calculer 22’ puis |z2’|. Comparer avec |z| X |Z/|.

3. Calculer ‘f‘ et |2*| sans calculer z*.

4. Comparer |z + 2| et |z]| + |Z].
AN J

Exercice 7 - Second degré a coefficients réels

Dans C, une équation az? + bz + ¢ = 0 a coefficients REELS avec a # 0 admet toujours

deux solutions (éventuellement confondues). Lorsque A = b* — 4ac < 0, elles sont
conjuguées I'une de l'autre.

1. Résoudre dans C l’équation 2> — 42+ 13 = 0.
2. Résoudre dans C I’équation 22? + 22+ 5 = 0.

3. Factoriser 22 — 4z + 13, puis vérifier la somme et le produit des racines.
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Exercice 8 - Equations linéaires et équations avec le conjugué

Une équation ou z apparait seul se résout comme dans R, par division. Des que Z
apparait, ce n’est plus possible : on repasse par la forme algébrique z = x + iy et on
identifie.

1. Résoudre (2 +i)z=3 —1i.
2. Résoudre 2z+Z =9 —1i.
3. Résoudre iz+ 2z =1 +1i.

Exercice 9 - Un parametre réel : réel, imaginaire pur, module minimal

Pour tout réel m, on pose z,, = (m + 2i)(1 —i).

1. Ecrire z,, sous forme algébrique (en fonction de m).

2. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles z,, est réel.

3. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles z,, est imaginaire pur.

4. Déterminer m pour que |z,,| soit minimal, et donner ce minimum.

- J

Exercice 10 - Plan complexe : distances, nature d’un triangle, parallélogramme

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct. On considere les points A, B et C
d’affixes respectivesa=1+2i,b=4+ietc=3-2i.

1. Déterminer I’affixe du vecteur AB, puis calculer les longueurs AB, BC et AC.
2. En déduire la nature du triangle ABC.
3. Déterminer l’affixe du milieu I de [AC], et calculer IB. Qu’en déduit-on ?

4. Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

Exercice 11 - Ensembles de points : cercle, médiatrice, disque

M désigne le point d’affixe z dans le plan complexe. On cherche a décrire
géométriquement des ensembles de points définis par une condition sur z. La clé est
de lire |z — z4| comme la distance AM.

1. Déterminer ’ensemble E; des points M tels que [z — 2 +i| = 3.

2. Déterminer I’ensemble E, des points M tels que |z — 1| = |z + 3i|, puis en donner
une équation cartésienne.

3. Déterminer ’ensemble E3 des points M tels que |z — 2 +i| < 3.

- J

Exercice 12 - Racines carrées d’un nombre complexe

Dans C, tout nombre non nul admet exactement DEUX racines carrées, opposées
I'une de l'autre. Il n’existe pas de notation — pour les désigner : on les calcule. La
méthode consiste a poser z = x + iy et a écrire trois équations, dont une venant du
module.

1. Déterminer les nombres complexes z tels que 22 = 3 + 4i.

2. Déterminer les nombres complexes z tels que 2> = —8 + 6i.
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Exercice 13 - Second degré a coefficients complexes

La formule du discriminant reste valable lorsque les coefficients sont complexes, a
une différence pres : il faut calculer soi-méme une racine carrée 6 de A (méthode de
I’exercice 12), et les racines ne sont plus conjuguées. On considere 1’équation

22— (3 +i)z+ (2 +2i) = 0.

1. Calculer le discriminant A de cette équation.

2. Déterminer une racine carrée 6 de A.

3. En déduire les solutions de 1’équation, puis vérifier par la somme et le produit.

Exercice 14 - Polynome a coefficients réels et racine complexe

On considere le polynome P(2) = 23— 52?2 + 112 — 15, dont tous les coefficients sont
réels.

1. Vérifier que 1 + 2i est une racine de P.

2. En déduire, sans nouveau calcul, une autre racine de P. Justifier.
3. Factoriser P(z) sous la forme (22 + az + B)(z + y) avec a, B, y réels.
4. Résoudre P(z) = 0 dans C.

Exercice 15 - Un quotient : ou est-il réel ? imaginaire pur ?

On note A et B les points d’affixes 1 et i. Pour tout complexe z # i, on pose Z = z=1

L’objectif est de traduire deux conditions sur Z en deux ensembles de points Mé). 1
1. Calculer Z pour z = 2.

2. En posant z = x + iy, déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de Z.

3. Déterminer 1’ensemble des points M(z) tels que Z soit réel.

4. Déterminer I’ensemble des points M(2) tels que Z soit imaginaire pur.

Vs

J/

Exercice 16 - Une suite de nombres complexes

On définit la suite de nombres complexes (z,,) par zo = 4 et, pour tout entier naturel n,

Zny1 = 1 ;’ i Z,. On note M, le point d’affixe z,,.

1. Calculer 24, 2z, et z3 sous forme algébrique.
2. Exprimer |z,| en fonction de n.
3. En déduire le comportement des points M, lorsque n devient grand.

4. Déterminer le plus petit entier n tel que |z,| < 0,01.

-

J

Exercice 17 - Ensembles de points définis par z2

M est le point d’affixe z = x + iy, avec x et y réels. On étudie les conditions portant sur
2. On commence par établir la forme algébrique de 2.

1. Donner la partie réelle et la partie imaginaire de z2.
2. Déterminer ’ensemble F; des points M tels que z? soit réel.

3. Déterminer I’ensemble F, des points M tels que z? soit imaginaire pur.
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4. Déterminer I’ensemble F5 des points M tels que Re(z?) = 4, puis ’ensemble F, des
points M tels que |z2| = 4.

Exercice 18 - Résoudre z2 = conjugué de z

On cherche tous les nombres complexes z vérifiant z? = z. L’exercice se traite de deux
facons : par le module d’abord (rapide et éclairant), puis par la forme algébrique
(complete et stire).

1. En passant aux modules, montrer que toute solution vérifie [z] = 0 ou |z| = 1.
2. Résoudre 1’équation en posant z = x + iy.

3. Placer les solutions dans le plan complexe et décrire la figure obtenue.

Exercice 19 - Identité du parallélogramme et théoréme de la médiane

On démontre ici une identité générale sur les modules, puis on en tire un théoreme

de géométrie. L’outil unique est la relation |W|2 = wWw, qui transforme un carré de
longueur en produit — donc en calcul algébrique.

1. Démontrer que pour tous nombres complexes u et v :

u+vI* + Ju=v|* = 2(Jul* + |v]*).

2. Interpréter cette égalité dans un parallélogramme.

3. Soient A, B, C trois points d’affixes a, b, ¢, et I le milieu de [BC]. Démontrer que

2
AB% + AC? = 241 + %.

4. Vérifier cette formule sur A(1 + 2i), B(4 + i) et C(3 — 2i).

Exercice 20 - Probleme de synthése : I’applicationz» (z — 1)/(z + 1)

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé. On note A et B les points
z-1

z+1’
d’affixe z. Ce probléme rassemble tous les outils du chapitre : forme algébrique d'un

quotient, module, ensembles de points.

d’affixes 1 et —1. Pour tout complexe z # —1, on pose Z =

et M est le point

1. Calculer Z lorsque z = i.

2. En posant z = x + iy, déterminer Re(Z) et Im(Z).

3. Déterminer I’ensemble E des points M tels que Z soit réel.

4. Déterminer I’ensemble F des points M tels que Z soit imaginaire pur.

5. Déterminer I’ensemble G des points M tels que |Z| = 1, en raisonnant sans forme
algébrique. Puis résoudre Z = 2.
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