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Calcul intégral — Terminale spécialité

20 exercices corrigés - mathlvl.fr
Enoncés et corrigés détaillés

Présentation

L’intégrale fo(x) dx se calcule avec une primitive F de f: c’est F(b) — F(a). Quand
f= 0, elle représente 1'aire sous la courbe entre a et b. Ces exercices corrigés
couvrent calcul d’intégrales, aire, valeur moyenne, linéarité, intégration par parties
et problemes type bac. Difficulté croissante, correction d’un clic.

Version en ligne, avec les corrections dépliables :
mathlvl.fr/exercices-corriges/terminale-specialite/integrales

-
-

Exercice 1 - Intégrale d’une constante

Un mobile se déplace a vitesse constante v(t) = 2 (en m/s) entre les instants t = 1 et
4
t = 4 (en secondes). La distance parcourue est donnée par l'intégrale fl 2dt.

1. Donner une primitive de la fonction constante t ~ 2.

2. En déduire la valeur de f;L 2dt.

Vs
-

Exercice 2 - Intégrale d’un monéme

On considere la fonction identité f(x) = x sur l'intervalle [0; 2]. On veut calculer
2
l'intégrale [ oXdx, qui correspond a l’aire du triangle sous la droite y = x.

1. Déterminer une primitive F de la fonction f(x) = x.

2. Calculer [;xdx a l'aide de [F(x)12.

Vs
-

Exercice 3 - Intégrale d’un polynéme

Soit fix) = 3x% + 1, une fonction polynéme du second degré. On souhaite calculer son
1
intégrale sur [0; 1] : [, (3x* + 1) dx.

1. Donner une primitive F de f en primitivant terme a terme.

2. En déduire la valeur de f(l) (3x% + 1)dx.

Vs
-

Exercice 4 - Relation de Chasles

. 2 5 5 0
On sait que [,f(x)dx =5 et [, fix)dx = —1. Calculer [,f(x)dx et [ f(x)dx.

Vs
-

Exercice 5 - Intégrale avec exponentielle

On étudie la fonction exponentielle f(x) = e, centrale en Terminale. On veut calculer
1
l’aire sous sa courbe entre 0 et 1, c’est-a-dire [ perdx.

1. Rappeler une primitive de la fonction x - e*.
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1
2. Calculer f o€"dx et en donner une valeur approchee.

- J

Exercice 6 - Intégrale avec 1/x

1

X
. req

courbe entre x = 1 et x = e, soit [, < dx.

On considere la fonction inverse f(x) = & sur ]0; +«[. On veut calculer I'aire sous sa

1. Donner une primitive de % sur ]0; +oof.

2. En déduire la valeur de fi % dx.

Exercice 7 - Linéarité de l'intégrale

1 1
Deux fonctions f et g sont telles que f0f= 3 et fog = —2. Sans connaitre fni g, on
peut calculer I'intégrale d’une combinaison linéaire grace a la propriété de linéarité.

. 1
1. Enoncer la propriété de linéarité permettant de décomposer [ 0 2f + g).

2. Calculer f(l)(2f+ g).

-
-

Exercice 8 - Intégrale avec 1/x

e
1

Calculer I = [ (% + 2x> dx.

-
-

Exercice 9 - Aire sous une courbe

Dans un repére orthonormé, on considére la parabole d’équation f(x) = x. On veut
mesurer ’aire du domaine D compris entre cette courbe, I’axe des abscisses et les
droites verticales x = 0 et x = 3.

3
1. Justifier que cette aire est égale a [ 0 x2dx.

2. Calculer cette intégrale et conclure sur l’aire en unités d’aire.

Vs
-

Exercice 10 - Aire entre deux courbes

On considére les courbes des fonctions f(x) = x (une droite) et g(x) = x? (une
parabole) sur l'intervalle [0; 1]. Ces deux courbes délimitent un domaine dont on
cherche l'aire.

1. Déterminer, sur [0; 1], laquelle des deux courbes est au-dessus de 'autre.

2. Exprimer I'aire cherchée sous forme d’une intégrale, puis la calculer.

-
-

Exercice 11 - Valeur moyenne

On reprend la fonction f(x) = x? sur I'intervalle [0; 3]. On veut déterminer sa valeur
moyenne u, c’est-a-dire la hauteur du rectangle de base [0; 3] ayant la méme aire que
le domaine sous la courbe.

1. Ecrire la formule donnant la valeur moyenne u de f sur [0; 3].

3
2. Sachant que [, x*dx = 9, calculer p.

-
-
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Exercice 12 - Intégrale par reconnaissance u’/u
2x
x? +1

, dont une primitive est In |u].

1
On veut calculer [ 0 dx. Plutét que de chercher une primitive « a ’aveugle », on
u

reconnait une forme U

7

1. Identifier la fonction u telle que l'intégrande s’écrive % et en déduire une
primitive.

2. Calculer f(l) 22: - dx.
X

AN

J
Exercice 13 - Encadrer une intégrale qu’on ne sait pas calculer

A . ey . 2 1 2
On ne connait pas de primitive de x - e*". Montrer que 1 < [ e dx=e.

AN J

Exercice 14 - Type bac : intégration par parties

1
On veut calculer l'intégrale [ oXxe*dx. Le produit x e* ne se primitive pas directement :
on utilise la technique de l'intégration par parties (IPP).

1. Choisir u et v/, puis écrire la formule d’intégration par parties pour cette intégrale.

2. Mener le calcul jusqu’au résultat final.

. J
Exercice 15 - Type bac : IPP avec logarithme

. ’ . cpe s e 7.
La fonction In n’a pas de primitive « évidente ». Pour calculer f 1 In(x) dx, on utilise
une intégration par parties astucieuse en posant v’ = 1.

1. Poser u = In(x) et v = 1, puis écrire la formule d’IPP.

2. Achever le calcul de [ iln (x) dx.

G J
Exercice 16 - Type bac : aire et valeur exacte

On considere la fonction f(x) = (2 — x)e* définie sur [0; 2]. On admet que
F(x) = (3 — x)e* est une primitive de f. On cherche l'aire exacte du domaine situé sous
la courbe de f'sur cet intervalle.

1. Justifier que f(x) = 0 sur [0; 2], de sorte que l’aire vaut f(z)f(x) dx.

2. Vérifier que F est bien une primitive de f, puis calculer l'aire.

Vs
-

Exercice 17 - Type bac : intégrale d’un cosinus

On étudie la fonction trigonométrique f(x) = cosx sur l'intervalle [0; £]. On veut
calculer I'aire sous sa courbe, donnée par f g/z cos xdx.

1. Donner une primitive de la fonction cosinus.

/2
2. Calculer fo cos xdx.

Vs
-
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Exercice 18 - Type bac : valeur moyenne d’une exponentielle

On considere la fonction f(x) = e* sur I'intervalle [0; 1]. On souhaite déterminer sa
valeur moyenne pu sur cet intervalle.

1. Ecrire la formule de la valeur moyenne u de fsur [0; 1].

2. Calculer u et en donner une valeur approchée.

Exercice 19 - Type bac : aire, intégration par parties et valeur moyenne

Soit f définie sur [0; 1] par f(x) = xe*, de courbe C.
1. Justifier que f est positive et croissante sur [0; 1].
2. Vérifier que F(x) = (x — 1)e* est une primitive de fsur [0; 1].

3. En déduire I'aire A, en unités d’aire, du domaine compris entre C, I’axe des
abscisses et les droites x =0 et x = 1.

. 1
4. A l’aide d’une intégration par parties, calculer J = f Oxze" dx.

5. Déterminer la valeur moyenne m de f sur [0; 1].

Exercice 20 - Type bac : intégration par parties avec sinus

Calculer I = f gx sin x dx par une intégration par parties.
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Corrigés détaillés

Les corrections des 20 exercices, dans 1’ordre des énoncés.

Correction de l'’exercice 1 - Intégrale d’une constante

On cherche une primitive de la fonction constante f(x) = 2. Une fonction dont la dérivée
vaut 2 est F(x) = 2x (en effet F'(x) = 2).

On applique la formule f:f(x) dx = [F(x)]Z = F(b) — F(a) :

Ji2dx=[2x1 =F(4)-F(1)=2x4-2x1=8-2=6.
i 4

Réponse. [, 2dx = 6.

b
Rappel de cours. f JX)dx = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f. On note souvent
[F()To.

Correction de I’exercice 2 - Intégrale d’'un monome

2
Une primitive de x est F(x) = X? : en dérivant, F'(x) = 2x X. v

2
, Pxdx=] 2] =22_0"_4_0_
Onevalueentrelesbornes.foxdx—[ ]0—2 =5 2—2.

i 2
Réponse. foxdx = 2.

Rappel de cours. On calcule la primitive, on remplace par la borne du haut, on soustrait
la valeur en la borne du bas.

Correction de I’exercice 3 - Intégrale d’un polynome

On primitive terme a terme. Une primitive de 3x? est x3 (car (x3)" = 3x?), et une primitive
de 1 est x. Donc F(x) = x3 + x.

, 1 9 3 1 3 3
Onevalue:f0(3x +1)dx=[x"+x]p=(1"+1)—(0"+0)=(1+1)-(0+0) = 2.

) 1,
Réponse. [,(3x*+ 1)dx = 2.

Rappel de cours. Une primitive de 3x? est x> : pratique car le 3 « disparait ». Toujours
vérifier en dérivant.

Correction de I'exercice 4 - Relation de Chasles
5 2 5
Chasles: [ f=[,f+[,f=5-1=4.

, 0 5
Echanger les bornes change le signe : f5f= - f0f= -4,

Réponse. 4 et —4.
b c c a b
Rappel de cours. faf+fbf= fafetfbf= —faf.
Correction de I’exercice 5 - Intégrale avec exponentielle

La fonction exponentielle est sa propre primitive : une primitive de e* est F(x) = e*.

. 1 1
On évalue entre les bornes : [ eXdx =[e*]p=e' —e’=e - 1.
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Numériquement, e = 2,718, donce—1 = 1,72.
1
Réponse. [ eXdx=e—1=1,72.
Rappel de cours. e* est sa propre primitive. e® = 1.
Correction de l’exercice 6 - Intégrale avec 1/x

Sur ]0; + [, une primitive de % est F(x) = In(x) (par définition, (In(x)) = %).

On évalue : [; L dx = [In ()]} = In(e) — In(1).

Orln(e) =1etln(1) =0, donc le résultatest 1 — 0 = 1.

Réponse. fi%dx =1.

Rappel de cours. In(e) =1 et In(1) = 0. C’est I'intégrale « qui vaut exactement 1 ».
Correction de I’exercice 7 - Linéarité de l'intégrale

Par linéarité de l'intégrale, on peut sortir les constantes et séparer la somme :
1 1 1
Jo@f+a)=2[,f+[,g.

On remplace par les valeurs données : =2 x 3+ (-2)=6—2 = 4.
1
Réponse. [,(2f+g) = 4.

Rappel de cours. Linéarité : [ (af +Bg) = a [ f+ B[ g. On peut « sortir » les constantes et
séparer les sommes.

Correction de l’exercice 8 - Intégrale avec 1/x

Une primitive est F(x) = Inx + x% sur[1;el.
I=FE)-F(1)=(1+e*»)—-(0+1)=e¢e>

Réponse. I = e2.

b
Rappel de cours. f Jx)dx = F(b) — F(a) pour toute primitive F de f.
Correction de I'exercice 9 - Aire sous une courbe

Sur [0; 3], on a f(x) = x*> = 0 : la courbe est au-dessus de ’axe des abscisses. L’aire du
3
domaine est donc [, x*dx.

s x> 4 X ’ 3° 0 7
Une primitive de x? est =5 On évalue : [—] =3 - 3=%3" 0=09.
Réponse. L’aire vaut 9 unités d’aire.

b
Rappel de cours. Si f= 0 sur [a; b], ’aire sous la courbe est faf(x)dx (en unités d’aire).

Correction de I'’exercice 10 - Aire entre deux courbes
Sur [0; 1], on compare : f(x) — g(x) = x — x? =x(1 —x). Comme x=0et1—x=0surcet
intervalle, x — x%2 = 0 : la courbe de f est au-dessus de celle de g.

L’aire est l'intégrale de la différence (courbe du haut moins courbe du bas) :
1 1
Aire = [, (f— g)dx = [, (x —x?) dx.
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Une primitive de x — x? est X; — %3 On évalue : [X; - %311) = (% - %) -0= % - % = %
Réponse. L’aire entre les deux courbes vaut % unité d’aire.

Rappel de cours. Aire entre deux courbes : f : (courbe du haut — courbe du bas) dx.
Déterminer d’abord laquelle est au-dessus.

Correction de I'exercice 11 - Valeur moyenne

La valeur moyenne de f'sur [a; b] est u = ﬁfi)f(x)dx. Icia=0etb =3, donc

i = ﬁ i g x2dx.

On a calculé précédemment f(s) x?dx =9, donc u = % = 3.

Réponse. La valeur moyenne de f sur [0; 3] est 3.

Rappel de cours. Valeur moyenne de fsur [a; b] : u = blTa I Z f. C’est la « hauteur » du

rectangle de méme aire.

Correction de I’exercice 12 - Intégrale par reconnaissance u’/u

_2x est exactement de la forme i.
x2+1 u

Comme u = x2 + 1 > 0, une primitive est In (x? + 1).

On pose u = x? + 1, alors u’ = 2x. L’intégrande

On évalue : [, 22: CAx=[In(¢+ Dl =In(1*+ 1) =In(0°+ 1) =In(2) = In(1) = In 2).
X

1
Réponse. | Xzzjf - dx =1n(2).

Rappel de cours. Reconnaitre la forme i avant de calculer évite de chercher une
primitive « a I’aveugle ».

Correction de I’exercice 13 - Encadrer une intégrale qu’on ne sait pas
calculer

Pour x € [0; 1], 0 < x? < 1. L’exponentielle étant croissante : 1 < e’ <e.

Positivité de I'intégrale (bornes dans I’ordre croissant) : [ (1) ldx<[ (1) eX’dx < S éedx.
Soit 1 = f(l) eX'dx < e.

Réponse. 1 < f(l) eX’dx < e.

Rappel de cours. Sif < g sur [a; b] avec a < b, alors f:fs f:g.

Correction de I’exercice 14 - Type bac : intégration par parties

b b
La formule d'TPP est [, uv' = [uv]. — [, u'v. On choisit u = x (qui se simplifie en dérivant :
u' =1)etv =e*(qu'on sait primitiver : v = e¥).

1 1
On applique : foxe"dx = [xe"]é — fo 1-e*dx.

Le terme tout intégré : [x e"](l, =1-e'—0-e%=e -0 = e. L'intégrale restante :
1
foe"dx = [e"](l) =e—1.
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1
Onrassemble : [ xeXdx=e—(e—1)=e—e+1=1.

1
Réponse. [, xe*dx = 1.

Rappel de cours. IPP : [uv' = [uv] — [ u'v. On choisit u qui se simplifie en dérivant (ici
x = 1) et v qu’on sait primitiver.

Correction de 1’exercice 15 - Type bac : IPP avec logarithme

On pose u = 1n(x) (donc u’ = %) et v =1 (donc v = x). La formule d'IPP donne
fiuv’ = [uvl} —ffu'v.
Soit filn(x)dx = [xIn (x)]; — fjx . %dx = [xIn (x)]§ — fj 1dx.
Le terme tout intégré : [xIn (x)]'f =eln(e)—1-In(1) =e x 1 -0 = e. L’'intégrale restante :
Jildx=[xl{=e—-1.
On conclut : filn(x)dx =e—(e—1)=1.
Réponse. fi In(x)dx = 1.
Rappel de cours. Pour intégrer In (x), I’astuce est 'IPPavec u =In(x) et v =1 :le %
simplifie le x.
Correction de l'exercice 16 - Type bac : aire et valeur exacte
Sur[0;2],ona2—-x=0ete*>0, donc le produit f(x) = (2 — x)e* = 0 : la courbe est
2
au-dessus de 1’axe des abscisses, 1’'aire vaut fof(x)dx.
Vérificationde F: F'(x) = (—-1)-e*+ (3 —-x)-e*=(-1+3—x)e*=2 —-x)e* =f(x). v
2
On évalue : [,f= [F(x)]; = F(2) —F(0) = (3—-2)e?— (3—-0)e®=1-e*—3-1=¢e%—3.
Numériquement, e? = 7,389, donc e® — 3 = 4,39.
Réponse. L’aire vaut e? — 3 = 4,39 unités d’aire.

Rappel de cours. Quand 1’énoncé fournit une primitive, on la vérifie en dérivant, puis on
applique F(b) — F(a). Penser a justifier le signe de f pour parler d’aire.

Correction de I'’exercice 17 - Type bac : intégrale d’un cosinus

Une primitive de cos x est F(x) = sinx (car (sinx)” = cosx).

, /2 . /2 I .
On evalue entre les bornes : fo cosxdx = [sinx]y’ "~ = sin5 —sin0.

Or sin% =1 etsin0 =0, donc le résultatest 1 — 0 = 1.
, o/2
Réponse. fo cosxdx = 1.

Rappel de cours. Primitive de cos : sin. sin% =1,sin0=0.

Correction de l’exercice 18 - Type bac : valeur moyenne d’une exponentielle

b

La valeur moyenne de fsur [a; b] est p = ﬁfaf. Icia=0,b=1, donc
1 1

Il = Hfofoexdx = foexdx.

1
On calcule 'intégrale : [,eXdx =[eX]g=e'~e’=e—1.Doncu=e—1.
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Numériquement, u = 2,718 -1 = 1,72.
Réponse. uy=e—-1=1,72.

b
Rappel de cours. Valeur moyenne de f sur [a; b] : blTa i o

Correction de I'exercice 19 - Type bac : aire, intégration par parties et
valeur moyenne

Sur[0;1],x=0ete*>0,donc f({x) =0.Deplusf(x) =e*+xe*=(x+1)e*>0:fest
croissante.

F(x)=eX+ (x—1)e*=e1+ (x—1)] = xe* = f(x) : F est bien une primitive de f.
Comme f=0sur[0;1], A= f(l)f(x)dx =F(1)—-F0)=0-e—(-1)-1=1u.a.
IPPavecu=x*> U =2x)etv=e*(v=eY:J= [xze"]é - f(1)2xe"dx =e— Zf(l)xe"dx. Or
f(l)xe"dx=A= 1,doncJ=e—2.

m= 1_Ofof(x)dx A=1.

Réponse. A =1u.a.;J=e—-2 = 0,72 ; valeur moyenne m = 1.

Rappel de cours. Aire avec f= 0 : F(b) — F(a). Pour fxze", une IPP la rameéne a fxeX
déja calculée.

Correction de I’exercice 20 - Type bac : intégration par parties avec sinus
On pose u(x) = x, V'(x) = sinx, donc u’'(x) = 1, v(x) = —cosx.
hrd I hrd I
I'=[—xcosx],— fo(—cosx)dx = [—-xcosx]y + fo cos xdx.
[—xcosx]g = —mcosm — 0 = 1.
fgcosxdx = [sinx]g = 0. Donc I = m.
Réponse. [ = 1.

b b
Rappel de cours. IPP : [, uv = [uv], — [, u'v. On choisit u qui se simplifie en dérivant.
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