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MathLvl — Prépa MP/MPI

Fiche de révision ,
Structures algébriques — Prépa MP/MPI 2° année

Groupes, anneaux, corps, K[X], polyndmes d’endomorphismes

Sous-groupe. H < G'si H # @etxy ' € H pour tous =,y € H.
Une intersection de sous-groupes est un sous-groupe.

Sous-groupe engendré. (A) est le plus petit sous-groupe contenant
A.

Sous-groupes de Z. Ce sont exactement les nZ, n € N.
Monogene/cyclique. G = (a). Fini = cyclique. U,, = (e2™/™).
Ordre. Si z est d’ordre d, alors 2™ = e <= d | m. Dans un
groupe fini, ord(z) | |G]|.

Dans (Z/nZ,+) :

— n
=

k engendre Z/nZ <= pgcd(k,n) = 1.

Meéme chose pour plusieurs modules deux a deux premiers entre eux.
Euler. Si n = [] p{, alors

e =n[(1-5). ¢t =r"w-1),

SiaAn = 1,alors a®™ =1 (mod n). Fermat:a?~' =1 (mod p)
sipta.

Anneaux unitaires. Dans un produit A; X - - - X A,, opérations com-
posante par composante et

(a1,...,ar) € (A1 X -+ X A;) <= a; € A] Vi.

Idéal. Dans un anneau commutatif A, I est un idéal si I est sous-
groupe de (A, +) etal C I pour tout a € A.

Noyau. Si f : A — B est un morphisme d’anneaux, Ker f est un
idéal.

Principal. A = {za : a € A}.

Divisibilité/idéal. Dans un anneau integre :

a|b < bACaA.

Attention : inclusion inversée.

2. Anneaux et idéaux

5. Anneau K[X]

Cadre : K sous-corps de C.
Tous les idéaux de K[X|] sont principaux :

I = DK[X]

avec D unitaire si I # {0}.
PGCD. Pour P; non tous nuls :

PK[X] + -+ + PK[X] = DK[X],
D = pged(Pr, . .., P) unitaire.

Bézout.

D=UP+---+U.P,.
P, @ premiers entre eux <— JU,V, UP +VQ = 1.
Irréductibles. Décomposition unique en facteurs irréductibles uni-
taires.
Dans C[X] : irréductibles = degré 1. Dans R[X] : degré 1 ou degré
2 a discriminant < 0.

Tous les idéaux de Z sont les nZ.
Pour ay,...,a, € Z, non tous nuls :

awZ+---+aZ=dZ, d=pged(ai,...,ar)>0.
Bézout. Il existe u; € Z tels que
d=uia1 + - + uray.
En particulier,

pged(a,b) =1 <= Fu,v €Z, au+bv=1.

Inverse modulo 7. Si au + nv = 1, alorsa~ ! = @ dans Z /nZ.

3. Z, PGCD, Bézout

6. Algébres

Une K-algebre est un K-espace vectoriel muni d’une multiplication
compatible et d’une unité.

Exemples : K[X], L(E), M, (K), F(X,K).

Sous-algebre. Contient 1, stable par combinaisons linéaires et par
produit.

Morphisme. Linéaire, multiplicatif, préserve I’unité.

4. Anneau Z/nZ

@+b=a+b,ab=ab.
Inversibles.
a € (Z/nZ)* <= pged(a,n) = 1.
Corps.
Z/nZ est un corps <> n est premier.
Notation : F, = Z/pZ.
Equation linéaire. ax = b (mod n) a des solutions ssi pged(a, n) |

b. Si g = pged(a, n), on réduit modulo n/g.
Théoréme chinois. Sim An =1,

Z/mnZ ~ Z/mZ X Z/nZ.

|

7. Polynomes d’endomorphismes

Pouru € L(E)et P =3 ap X",
P(u) = Zakuk, u’ =1dg .
Morphisme d’algebres.
evy : K[X] = L(E), P+ P(u).

Son noyau est ’idéal annulateur Z,,. Son image est la sous-algebre
commutative Ku].
Sidim E < oo,

Zu = puK[X]

ol L, est le polynome minimal unitaire.
Si d = deg piy, alors

(Id,u, ..., u”"") est une base de K[u].

Si P(u) = 0 et X valeur propre, alors P(X\) = 0. Les racines de (i,
dans K sont les valeurs propres de u.
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MathLvl — Prépa MP/MPI

8. Noyaux et réduction

Lemme des noyaux. Si Py, ..., P, sont deux a deux premiers entre
eux et P = P --- P,, alors

Ker P(u) = é Ker P;(u).

Diagonalisation.
u diagonalisable <= p, scindé a racines simples

<= wu annule un polynéme scindé a racines simples.
Trigonalisation.

u trigonalisable <= i, scindé

<= w annule un polynéme scindé.

Exemples minute

— Dans Z/12Z, ord(4) = 12/4 = 3.
— 7' =15 dans Z/26Z,car7-15 =105 = 1.

— (360) = 360(1 — 1/2)(1 — 1/3)(1 — 1/5) = 96.

— Sip? =p,alors pp | X(X —1).Sip#0,1d, up = X(X —1).
— Pour A = (1) 1 s pa = (X — 1)2 : trigonalisable, non dia-

gonalisable.

— Ne pas diviser une congruence par un élément non inversible.

— a | b= bA C aA, pas I'inverse.

— Le PGCD dans K[X] est unitaire.

— Un polynéme annulateur a racines simples suffit pour diagonali-
ser; un annulateur a racines multiples ne suffit pas pour conclure
non diagonalisable.

— L(FE) n’est pas commutative, mais K[u] Iest.
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MathLvl — Prépa MP/MPI

Fiche de révision — Polynomes

Prépa MP / MPI — 2° année

1. Anneau K[X]

— Kestun corps: Q, R, C.

— Si P,Q # 0, alors deg(PQ) = deg P + deg Q.

— K[X] estintégre: PQ=0=P=00u @ =0.

— Les inversibles de K[X] sont les constantes non nulles.

— Deux polynoémes sont associés s’ils different d’un fac-
teur constant non nul.

2. Division euclidienne

Si A, B € K[X], B # 0, il existe un unique couple (Q, R)
tel que
A=DBQ+R, deg R < deg B.

Le reste modulo X — a est P(a). Donc

X —a|P <= P(a)=0.
3. Idéaux et divisibilité

(D) = DK[X] = {DQ | Q € K[X]}.
Tous les idéaux de K[X] sont principaux.

B| A<= (4) C (B).

Attention : I'inclusion est inversée par rapport a la divisi-
bilité.

4. PGCD et Bézout

Pour A, B non tous deux nuls, pgcd(A, B) est choisi uni-
taire.

(4) + (B) = (pgcd(4, B)).
Donc il existe U,V € K[X] tels que

AU + BV = pgcd(A, B).
En particulier :
pgcd(A,B) =1 <= 3U,V, AU + BV =1.

Méthode. Pour calculer le PGCD : divisions eucli-
diennes successives; le dernier reste non nul, rendu uni-
taire, est le PGCD. Remonter les égalités donne Bézout.

5. Gauss et PPCM

Théoréme de Gauss.
A|BC et pgcd(A,B)=1= A | C.
Si A et B sont premiers entre eux :

A|CetB|C<= AB|C.

Pour A,B#0:
(A)N(B) = (ppcm(4, B)).

Si A, B sont unitaires et premiers entre eux, ppcm(A4, B) =
AB.

6. Congruences

A=B (mod M)« M| A-B.

Toute classe modulo M possede un unique représentant
de degré < deg M.
Inverse modulo M.

A € K[X]/(M) est inversible <= pgcd(A, M) = 1.

Si AU+ MV =1, alors A " = 0.
Exemple. Modulo X2 + 1, X% = —1, donc

Ainsi (X +1)7! = 12X,

7. Théoreme chinois

Si Mi,..., M, sont deux a deux premiers entre eux et
M = M, --- M,, alors

K[X]/ (M) ~ HK[X]/(MJ-

Il permet de résoudre simultanément des congruences
modulo des polyndmes premiers entre eux.
Exemple. Chercher P tel que P(1) =2, P(—1) = 3. Avec
P=aX+b:
5—-X

p=2"=.

b=2
a+ s 5

—a+b=3,

8. Irréductibiliteé

P € K[X] est irréductible s’il est non constant et si ses
seuls diviseurs sont les constantes non nulles et les asso-
ciés de P.

— Degré 1 : toujours irréductible.

— Degré 2 ou 3 : réductible <= possede une racine dans
K.

— Degré > 4 : 'absence de racine ne suffit pas.

K[X]/(P) est un corps <= P est irréductible.

Sur C. Les irréductibles sont exactement les poly-
nomes de degré 1.

Sur R. Les irréductibles sont les degrés 1 et les degrés
2 sans racine réelle.
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MathLvl — Prépa MP/MPI 2

9. Racines et mUItipliCitéS — Le PGCD se choisit unitaire.

— Ne pas confondre racine simple et facteur simple.

— En degré 4, « pas de racine » ne signifie pas irréduc-

aracinede P<= X —a | P. X
tible.

a est racine de multiplicité m si
(X—a)™|P et (X—a)"'}P
En caractéristique nulle :
P(a)=P'(a)=---=P" V@) =0, P"™(a)+#0.

Si P # 0, la somme des multiplicités de ses racines dans ini- = %
K est < deg P. Si P est scindé, il y a égalité. Mini exemples a connaitre

— Sur un corps fini, deux fonctions polynomiales égales
ne viennent pas forcément du méme polynéme.

. i — pged(X* - 1,X* —1)=X - 1.
10. Pieges classiques _ SiP(1) = P'(1) = 0, alors (X — 1 | P.

— Toujours préciser le corps : X2 + 1 est irréductible sur Modulo X"+ X +1, ona X" =1.
R, pas sur C. — SurC, X2 +1= (X —i)(X +1).
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,Fiche de révision — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Réduction des endomorphismes

1. Cadre et vocabulaire

E est un K-espace vectoriel, souvent de dimension finie

n, avec K C C.

Valeur propre. A € K est valeur propre de u € L(FE) si
Iz #0, wu(x)=Az.

x est un vecteur propre.
Espace propre.

Ey(u) = Ker(u — A1dg).

A est valeur propre ssi E(u) # {0}.
Matrice.

E)\(A) =Ker(A — \I,,),

2. Propriétés a connaitre

Si A1,..., A, sont distinctes :

AX = )X,

Ex, & ®E,

P

est une somme directe.

Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes est libre.

Si uv = vu, alors chaque espace propre de u est stable
par v.

En dimension n, le spectre est fini et contient au plus n
valeurs propres.

3. Polyn6me caractéristique

Pour A € M, (K) :

[ xA(X) = det(X T, — 4)|

Il est unitaire de degré n.

Pour u € L(E), xy est le polynéme caractéristique d’une
matrice de u dans une base : il ne dépend pas de la base.
Coefficients utiles :

Xa(X) = X" —tr(A) X" 4 (—1)" det(A).

En taille 2 :

xa(X) = X2 — tr(A)X + det(A).

Si A est triangulaire de diagonale aq,...,a, :

n

xa(X) = H(X —a;).

i=1

4. Valeurs propres = racines

|\ €8p(4) <= xa(\) = 0.

Méme chose pour un endomorphisme en dimension finie.

Attention au corps. Sur R,

)

a pour polynéme caractéristique X2 4 1 : aucune valeur
propre réelle. Sur C : valeurs propres i et —i.

5. Multiplicités

Soit A € Sp(u).

Multiplicité algébrique : multiplicité m) de A comme
racine de xy.

Multiplicité géométrique :

gx = dim E) (u).

Inégalité fondamentale :

1 <dim Ej(u) < my. ‘

Si dim F) < my, la valeur propre ne fournit pas assez
de vecteurs propres.

6. Méthode standard

Pour étudier A € M,,(K) :

1. Calculer x4(X) = det(X I, — A).

2. Factoriser dans K[X].

3. Les racines sont les valeurs propres.
4

. Pour chaque A, résoudre
(A= X,)X =0.

5. Comparer dim Ey et my.

6. Sil'on a n vecteurs propres indépendants, construire
P avec ces vecteurs en colonnes.

.

7. Diagonalisation

u est diagonalisable s’il existe une base de F formée de
vecteurs propres.

A est diagonalisable §'il existe P € GL,,(K) et D diago-
nale telles que

A=PDpP'.
Critéres équivalents :
E= P Ei(u)
AeSp(u)

ou

Z dim Ey (u) = n.

AESP(u)

Avec le polynéme caractéristique :

u diag. <= X, scindé et VA, dim E) = m.
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N .

8. Criteres rapides

Si u admet n valeurs propres distinctes, alors u est dia-
gonalisable.

Si x., est scindé a racines simples, alors u est diagonali-
sable.
La réciproque est fausse : Idg est diagonalisable, mais

Xidp (X) = (X = 1)".

9. Projecteurs et symeétries

Projecteur :

si p? = p, alors p est diagonalisable et
E =Kerp®Imp =Kerp @ Ker(p — Idg).

Valeurs propres possibles : 0, 1.
Symétrie : si s? = Idg, alors s est diagonalisable et

E =Ker(s — Idg) ® Ker(s + Idg).

Valeurs propres possibles : 1, —1.

10. Trigonalisation

u est trigonalisable s’il existe une base dans laquelle sa
matrice est triangulaire.

‘ u trigonalisable sur K <= y,, scindé sur K. ‘

Si u est trigonalisable, alors les valeurs propres, avec mul-
tiplicité, sont les coefficients diagonaux d’une matrice
triangulaire de u.

Donc
tr(u) = Z)\,», det(u) = H i
11. Pieges fréquents

— Le vecteur propre doit étre non nul.

— x4 scindé ne suffit pas pour diagonaliser.
— Toujours préciser le corps : R ou C.
— Ne pas confondre my et dim E.

— Dans A = PDP~!, l'ordre des colonnes de P doit
correspondre & ’ordre des valeurs propres dans D.

12. Controles de calcul

Apres avoir obtenu x4 :
— coefficient de X"~ : —tr(A);
— terme constant : (—1)" det(A);
— matrice triangulaire : racines = diagonale;

— diagonalisation : vérifier AP = PD.

13. Exemple type

A:<2 1)

1 2
xa(X)=X?—4X +3=(X-3)(X - 1).

Pour A =3 :

Bt - vee 1),

Pour A=1: )
Eq(A) = Vect <_1>.

Donc A est diagonalisable et

p(t 1 , D= 3.0 , A=PDPL.
1 -1 0 1

14. Exemple non diagonalisable

()

xe(X) = (X - 1)

Mais

3_12:<8 é) E'l(B):Vect(é)

Donc dim E;(B) =1 < 2 : B n’est pas diagonalisable.
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Fiche de révision — Prépa MP / MPI (2° année)
Diagonalisation

1. Définition

u € L(E) est diagonalisable §’il existe une base de E
formée de vecteurs propres de u.

A € M, (K) est diagonalisable sur K s’il existe P €
GL,(K) et D diagonale telles que

P 'AP=D ou A=PDP'.

Les colonnes de P sont des vecteurs propres. Les coeffi-
cients diagonaux de D sont les valeurs propres dans le
méme ordre.

.

2. Critére par les espaces propres

Les sous-espaces propres associés a des valeurs propres
distinctes sont en somme directe.
Pour dmFE =n:

u diag. <= E = @ Ey(u)
AESp(u)

u diag. <= > dim Ej(u) = n.
AESp(u)

Avec

Ey(u) = Ker(u — A1dg),

3. Critere par y,

Soit m ) la multiplicité de A dans x,. Toujours :

Ex(A) = Ker(A — A,,).

1< dimEA(u) < my.

Criteére :

Yu est scindé sur K,

u diag. <= ]
VA € Sp(u), dim Ey = m.

Cas rapide : si u admet n valeurs propres distinctes, alors
u est diagonalisable.

Si x, est scindé a racines simples, alors u est diagonali-
sable.

4. Méthode pratique

Pour diagonaliser A :

calculer x4(X) = det(X1I, — A);
factoriser sur le corps K;

calculer chaque Ey = Ker(4 — A\1,,);

vérifier que la somme des dimensions vaut n ;

mettre une base de chaque F) en colonnes dans P ;

P& PP ER

construire D avec les valeurs propres dans le méme
ordre.
Alors P~YAP = D.

5. Polyn6me annulateur

Pour P(X)=ao+ a1 X 4+ +an,X™:
P(u) =aoldg +a1u+ - + apnu™.

P est annulateur de u si P(u) = 0.
Si P(u) =0 et si A est valeur propre de u, alors

P(\) = 0.

Donc les valeurs propres sont parmi les racines de tout
polynéme annulateur.
Exemples :

p? =p= X(X — 1) annule p,
s?=1d = (X — 1)(X + 1) annule s.

6. Lemme des noyaux

Si Py,..., P, sont deux a deux premiers entre eux et

P:Plo-.PT,

alors

Ker(P(u)) = ) Ker(P;i(u)).
i=1

En particulier, si P(u) =0 et si P = P, --- P, avec les
P; premiers entre eux, alors

E = @Ker(Pi(u)).

7. Critére par annulateur

Un polynome est simplement scindé s’il est produit
de facteurs linéaires distincts :

i=1

Critere fondamental :

u diag. <= u admet un annulateur

simplement scindé

Equivalent avec le polyndéme minimal :

‘ u diag. <= m, est simplement scindé. ‘

8. Exemples a reconnaitre

Si

A% —3A+42I =0,
alors (X —1)(X —2) annule A, donc A est diagonalisable.
Si
(A-I?=0
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avec A # I, le polynéme annulateur connu a une racine

11
0 1

n’est pas diagonalisable.

Symétrie : diagonalisable, valeurs propres possibles 1, —1.

double : cela ne prouve pas la diagonalisabilité. Exemple :

Projecteur : diagonalisable, valeurs propres possibles 0, 1.

9. Pieges fréquents

— x4 scindé ne suffit pas pour diagonaliser.

— Un polynoéme annulateur scindé ne suffit pas : il doit
étre a racines simples.

— Le corps compte : diagonalisable sur C ne signifie pas
forcément diagonalisable sur R.

— Dans P7'AP = D, l'ordre des colonnes de P impose
I’ordre des coefficients diagonaux de D.

10. Formule utile
Si A= PDP~!, alors pour tout k € N :

| A¥ = pptp-1 |

Si D = diag(A1,...,A,), alors

DF = diag(\}, ..., \F).
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Mathématiques — Prépa M%MPI (2° année)

Fiche de révision

igonalisation

Trigonalisation des endomorphismes et sous-espaces caractéristiques

1. Définitions essentielles
u € L(E), dim E = n.

— wu est trigonalisable sur K s’il existe une base dans
laquelle sa matrice est triangulaire supérieure.

— A € M,,(K) est trigonalisable s’il existe P € GL,,(K)
tel que P~1AP soit triangulaire supérieure.

— Matrice triangulaire : les valeurs propres sont les coef-
ficients diagonaux.

Si T est triangulaire supérieure de diagonale oy, ..., ay, :

n

xr(X) = H(X — o)
tr(T) = Zai,

det(T) = H ;.
2. Critére fondamental

‘ u trigonalisable sur K <= x,, scindé sur K ‘

Matriciellement :
A trigonalisable sur K <= x4 est scindé sur K.

Conséquences.
— Sur C, tout endomorphisme de dimension finie est
trigonalisable.
— Sur R, il faut vérifier que x4 n’a pas de facteur qua-
dratique irréductible.
— Diagonalisable = trigonalisable, mais pas réciproque-
ment.

- J

3. Méthode express

Pour tester A € M,,(K) :
1. calculer x4 (X) = det(XI, — A);

2. factoriser sur le corps imposé K ;

3. conclure : scindé = trigonalisable ; non scindé = non
trigonalisable sur K.
Pour construire une base trigonalisante : chercher un

drapeau stable
{0}=FhCcFH C---CF,=F, dimF,=k.

Une base adaptée a ce drapeau donne une matrice trian-
gulaire supérieure.

J

4. Polyndémes annulateurs

P € K[X] annule u si P(u) = 0.
— Si P(u) = 0, toute valeur propre de u est racine de P.

— Si w annule un polynéme scindé, alors u est trigonali-
sable.

— Si » annule un polynéme scindé a racines simples,
alors u est diagonalisable.

— Cayley-Hamilton : x,(u) = 0.

A retenir : racines multiples possibles = trigonalisation
possible, diagonalisation pas garantie.

5. Lemme des noyaux

Si Py,...,P. € K[X] sont deux & deux premiers entre
eux, alors

Ker((Py -+ Py)(u)) = @) Ker(Pi(u)).
g=il

Cas typique : si

r

P(X) =[x = x)*

=i

avec \; distincts et P(u) = 0, alors

E= éKer((u — X\ 1d)*).

=il

6. Sous-espaces caractéristiques

Si

r

() = [T = 2™

i=1

est scindé, on définit
ES¥ (u) = Ker((u — A; Id)™).

Alors

: car
dim ES = m;.

.
E=@EX W |,
=1

Chaque E?" est stable par u et

N nilpotent.

U|E§\ar = A:[d +N)\,

7. Espace propre vs caractéristique

Toujours :
Ey(u) = Ker(u — AId) C ES* (u).
Si xu est scindé, alors
u diagonalisable <= VA, E\(u) = ES* (u)

<= VA, dim E)(u) = my.

La différence entre les deux espaces mesure la partie
nilpotente.

A

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.

Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).

Page 1



8. Nilpotents 9. Exemples rapides

N est nilpotent s’il existe p > 1 tel que NP = 0.
— Seule valeur propre possible : 0.

— N est trigonalisable, avec une matrice triangulaire
supérieure a diagonale nulle.
Dans un bloc caractéristique :

u=AId+N, N nilpotent.

Non diagonalisable mais trigonalisable :

11 )
S

XA est scindé, donc A est trigonalisable. Mais dim F; =
1 < 2, donc A n’est pas diagonalisable.
Dépend du corps :

0 -1
R= =X?+1.
(1 0 )7 XR i

Non trigonalisable sur R, trigonalisable sur C.

\ J

10. Pieges a éviter

— OQublier de préciser le corps de travail.

— Confondre x4 scindé et A diagonalisable.

— Utiliser un polynéme annulateur non scindé pour
conclure a tort.

— Croire que F) = E{?*" automatiquement.

— Employer dim £\ = m) pour la trigonalisation : cette
condition concerne la diagonalisation.
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Fiche de révision - Espaces euclidiens
Prépa MP / MPI - 2¢ année

E est un espace euclidien réel de dimension finie,
produit scalaire (-,-), norme |z|| = y/(x, z). En base
orthonormée :

(z,y) =XY.

Si F est un sous-espace : E = F @ F*.

Formes linéaires

Toute forme linéaire ¢ : £ — R s’écrit de maniere
unique

p(z) = (z,a)
avec a € E. Cest le point de départ de I'existence de
l’adjoint.

Pour u € £(F), 'adjoint v* est défini par

(u(z),y) = (z,u*(y)) -

En base orthonormée :

Vz,y € E,

Mat(u*) = A.
Regles :
(u 4 v)* = u* + v,
(wov)* =v ou*, (u)*=u.
Si u est inversible : (u=1)* = (u*)~L.

Ker(u*) = (Imu)*, Im(u*) = (Keru)*.

Si F stable par v, alors F* stable par u*.

J
Matrices orthogonales

A € M, (R) est orthogonale lorsque
AA=1,.

Equivalences :

— colonnes orthonormeées;

— lignes orthonormées;

— Al =1t4;

— matrice de passage entre bases orthonormées.
Conséquence : det A = +1.

0,(R)={A|*AA =1}

SO, (R) ={A € O, (R) | det A =1}.

Isométries vectorielles

u € £L(F) est une isométrie si

Vee B, |u(@)| = |-

Criteres équivalents :

— u conserve le produit scalaire;

— limage d’une base orthonormée est orthonor-
mée;

— vy =1d;

— winversible et u* = w1}

— en base orthonormée, Mat(u) € O,,(R).

Déterminant : detw = +1; directe si detw = 1, indi-

recte si detu = —1.

Dans un plan euclidien orienté :

cosfd —sind
SOL) = {(sina cos ) 0 IR}'

Ce sont les rotations vectorielles. Les isométries in-
directes sont les réflexions :

cosf sind
sinf —cosé) "

Le groupe SO,(R) est commutatif.
-

Réduction des isométries

Siu € O(E) et F est stable par v, alors F'* est stable
par «. Dans une base orthonormée adaptée, une iso-
coséd

meétrie a des blocs :
—siné
(1), (=1, (sine cos ) '

En dimension 3, une isométrie directe est une rota-
tion autour d’un axe, avec matrice possible :

1 0 0
0 cos® —sind|.
0 sinf® cosé

u est autoadjoint si u* = u, C’est-a-dire
(u(z),y) = (2, u(y)) .

En base orthonormée : A symétrique, A = A. Si u
autoadjoint et F stable par u, alors F* stable par w.
Un projecteur p est orthogonal si et seulement si

p’=p et p=p~
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Théoréme spectral

Pourwu e £(E):
L

vautoadjoint < E= (P E,(u).
AeSp(u)

Equivalent : il existe une base orthonormée de vec-
teurs propres de . Version matricielle :

AeS,(R) < 3IPe€0,(R), 3D diagonale

tel que A = PD'P.
SiA#p,alors By L E,.

Pouru € §(F):
u>0 < Vaz, (u(z),z) >0.

u>0 < Vr+#0, (u(z),z) > 0.

Caractérisation spectrale :

— u > 0sietseulement si toutes les valeurs propres
sont > 0;

— u > 0sietseulement si toutes les valeurs propres
sont > 0.

Pour une matrice symétrique 4, remplacer (u(z),z)

par 'XAX.

Méthodes rapides

Tester A orthogonale : calculer ‘A A ou vérifier co-
lonnes orthonormées.

Tester A symétrique : vérifier A = ?A.
Diagonaliser A symétrique : valeurs propres, es-
paces propres, bases orthonormées, puis ‘PAP = D.
Tester A > 0:si A symétrique, regarder les valeurs
propres ou le signe de ‘X AX.

Piéges fréquents

— Transposée = adjoint seulement en base ortho-
normeée.

— Orthogonale + symétrique.

— Symétrique # orthogonale.

— Diagonalisable # orthogonalement diagonali-
sable.

— Coefficients positifs d’'une matrice +# matrice po-
sitive.

— Le cadre est réel : pas de produit scalaire hermi-
tien ici.

Mini-exemple

()

est symétrique. Ses valeurs propres sont 1 et 3, avec
vecteurs propres (1,—1) et (1,1). Donc

1 (11 ioapm . (3 0
(b8 )

Comme 1,3 > 0, A est définie positive.
.
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Prépa MP / MPI - 2¢ année

Cadre Méthode type
E est un espace euclidien réel de dimension finie. En
base orthonormée, le produit scalaire usuel vérifie Diagonaliser orthogonalement A = ‘A

1. Calculer y ,(X) = det(X1, — A).
2. Trouver les valeurs propres \.

Autoadjoint / symétrique 3. Résoudre Ker(A —AL,).
4

(z,y) ='XY.

3 L . Dans chaque espace propre : prendre une base
Un endomorphisme « est autoadjoint si orthonormaée.
Va,y € B, (u(z),y) = (z,u(y)). S lYIet'tre ces vecteurs en colonnes dans Q.
6. Ecrire D dansle méme ordre que les colonnes de
Dans une base orthonormée : Q.
v autoadjoint < A = A.

Orthogonalité des espaces propres

Siu est autoadjoint et si \ # y, alors Les espaces propres associés a des valeurs propres
distinctes sont déja orthogonaux. Mais a I'intérieur
Ey(u) L E,(u). d’un méme espace propre de dimension > 1, il faut

parfois orthonormaliser la base choisie.

Preuve éclair : pour z € E,,y € E,,

Mz, y) = (u(@),y) = (z,u(y)) = p{z,y).

Théoréme spectral
Décomposition spectrale

Forme géométrique

Tout endomorphisme autoadjoint d’un espace eu- | Si v est autoadjoint et si \;,..., A, sont ses valeurs
clidien réel posséde une base orthonormée de vec- | Ppropres distinctes, alors
teurs propres.

. . 1 1
Forme matricielle E=E, & ®E, .

Si A e M, (R) est symétrique, alors il existe @ or-
thogonale et D diagonale réelle telles que

‘QAQ = D, A=QDQ. Tout z € E s’écritz =y + - +z,,avecz; € E, , et

Les colonnes de @ sont des vecteurs propres ortho-
normés de A.

u(x) = Mxzqy + -+ Nz,

A ne pas confondre

Diagonaliser : P~1AP = D.
Diagonaliser orthogonalement : '‘QAQ = D avec

Q=1

Sip; est le projecteur orthogonal sur £, :

W= Ape P@=3 PO
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Formes quadratiques

Soit A="Aetq,(x) ='rAz. Si
A= Q diag(/\17 ey An)tQ
et y = 'Qz, alors

qa(@) =Nyt + -+ A, el =1yl

Critére spectral de positivité

Pour A symétrique réelle :
A>0<Sp(A) CR,,

A>0«<Sp(4) CR:.

Autrement dit : positive < toutes les valeurs
propres sont > 0; définie positive < toutes sont > 0.

Inégalités spectrales

Si Apin < A < Apax Sont les valeurs propres ex-
trémes de A = 4, alors

2 2
)‘min ||$C|| < fr Az < )‘max ||$|| :
Pourz #0:

Az
Amin < 77 <A

max-

Exemple modéle

Pour

on calcule
Xa(X) = (X =2 1= (X-3)(X —1).

Valeurs propres : 3 et 1.

E, =Vect G), E, =Vect <_11)

Vecteurs propres orthonormés :

50 )
32 )

QAQ =D, A=QDQ.

Comme 1,3 > 0, A est définie positive, donc

Donc

et

V(z,y) # (0,0), 222+ 2xy+ 2y* > 0.

Réflexes d’exercice

— Voir A = ‘A : penser théoréeme spectral.

— Valeurs propres distinctes : espaces propres or-
thogonaux.

— Matrice Q : colonnes orthonormeées, ordre cohé-
rent avec D.

— Question de signe : regarder les valeurs propres.
— Puissances : A = QDFQ.
— Inverse :si0 ¢ Sp(A), At = QD Q.

Erreurs fréquentes

— Oublier de normaliser les vecteurs propres.

— Dire qu'une matrice diagonalisable est forcé-
ment symétrique : faux.

— Utiliser 'QAQ = D avec une matrice Q non or-
thogonale.

— Appliquer le critére spectral de positivité a une
matrice non symétrique sans précaution.
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Fiche de révision - Espaces vectoriels normés MP /MPI 2¢ année
Cadre

On travaille sur un espace vectoriel normé E sur K = R ou C. Hors programme dans ce chapitre : espaces métriques
généraux, espaces topologiques, suites de Cauchy, espaces de Banach.

1. Norme, distance, boules 2. Normes usuelles

Une norme ||-|| vérifie : Sur K™ :
Iz =02 =0, [Az]=A]zl. lzlly = lail, |2l = max|a|.
z+y| < ||+ . 1/2
I+ 5l < llz] + iy ety = (Sled?) "
Distance associée : d(z,y) = ||z — y]|.
Sur C([a,b],K) :
B(a,r) ={z: ||Jxr —al <7}. ,
Bla,r) ={z: |z —a| <r} [1flloe = sup |f, I£1ly :/ |f(#)] de.
5 . = . a
S(a,r) ={z: ||z —al =7} . 1/2
Inégalité utile : |||z]| — [Jyll| < ||z — y||- 171l = (/ |f(t)|2dt>
i
— =
\
II-ll4 [RP Il

3. Suites

xy, — £ signifie : U ouvert : YVa € U,3r > 0, B(a,r) C U.
F fermé : E'\ F ouvert. Critére séquentiel : F' fermé <
toute suite de F' convergeant dans F a sa limite dans F.

5. Topologie

Ve > 0,3IN,Vn > N, |z, —{| <e.

A,retemr : limite ‘umque; une 'sulte convergente est bor- Point adhérent : toute boule centrée en lui coupe A.
née; toute extraite d’une suite convergente converge
vers la méme limite ; convergence dans un produit fini ac€AsJa, €A a, — a.

& convergence coordonnée par coordonnée. . .
Valeur d’adhérence : limite d’une suite extraite. Deux Frontiére : Fr(A) = A\ Int(A). Dense : A=FE.
valeurs d’adhérence distinctes = divergence.

|

6. Limites et continuité

4. Normes équivalentes Critere séquentiel : f continue en a si et seulement si

N1, Ny équivalentes si Ty —a = f(zn) — f(a).
Ja, >0, aNi(z) < No(z) < BNy (). Stabilités : sommes, produits, composées.

Images réciproques : f continue < I'image réciproque
Elles donnent les mémes notions : convergence, borné, de tout ouvert est ouverte relative, ou de tout fermé est
ouvert, fermé, continuité. fermée relative.
En dimension finie : toutes les normes sont équivalentes. Lipschitz : || f(z) — f(y)|| < k ||z — y|| = uniformément
Pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes : continue = continue.
trouver z,, avec Ni(z,) — 0 mais Na(z,) # 0, ou un Distance & une partie non vide :

quotient non borné.
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7. Applications linéaires continues

Pour uw : E — F linéaire :
u continue <= 3C > 0, Vz € E, |[u(z)|p < C|z|| 5 -

Notation : L.(E, F).
Norme d’opérateur :

lu@)]l

[[ull,, = sup
op “m”E

z#£0

= sup [u(z)]p-
o <1

Sous-multiplicativité :
[voull,, < vl llullg, -

En dimension finie : toute application linéaire est conti-
nue.

8. Compacité

Définition séquentielle : K compact si toute suite d’élé-
ments de K admet une sous-suite convergeant vers un
élément de K.

A retenir : compact = fermé et borné; fermé relatif
d’un compact = compact ; produit fini de compacts =
compact.

Dimension finie :

K compact <= K fermé et borné.

9. Applications continues sur un compact

Si K est compact et f : K — F continue, alors f(K)
est compact.

Théoreme de Heine : f est uniformément continue sur
K.

Si f: K — R est continue et K non vide compact, alors
f atteint ses bornes :

JabeK, f(a)=minf, f(b)=maxf

Méthode d’existence d’extremum : compact + continuité.

Méthodes a savoir refaire

10. Connexité par arcs

Chemin de a & b dans A : application continue v : [0, 1] —
A avec v(0) = a, (1) =b.

A connexe par arcs : tout couple de points de A peut
étre relié par un chemin dans A.

A retenir : convexe = connexe par arcs ; étoilé = connexe
par arcs; les connexes par arcs de R sont les intervalles;
I’image continue d’un connexe par arcs est connexe par
arcs.

Dimension finie : les réflexes

Dans un espace de dimension finie :
— toutes les normes sont équivalentes ;

— convergence <> convergence des coordonnées ;
— compact < fermé et borné;
— tout sous-espace de dimension finie est fermé;

— applications linéaires, multilinéaires et polynomiales
continues.

Pieges classiques
— Intersection quelconque d’ouverts : faux en général.
Seulement intersection finie.

— Fermé et borné = compact : seulement en dimension
finie.

— Toutes les normes équivalentes : seulement en dimen-
sion finie.

— Une partie peut étre ouverte dans A sans étre ouverte
dans E.

1. Montrer qu'une boule ouverte est ouverte : utiliser r = R — |ja — ¢]|.

2. Montrer qu’un ensemble est fermé : prendre une suite convergente et passer a la limite.

3. Prouver la continuité d’une application linéaire : chercher C' tel que |[u(x)|| < C||z||.

4. Prouver l'existence d’un minimum/maximum : fermé + borné en dimension finie, puis fonction continue.
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Suites, limites, continuité
Prépa MP / MPI — 2° année

Cadre

On travaille dans des espaces vectoriels normés sur K = R
ou C. La distance associée & une norme est

d(z,y) = |z =yl

Les notions générales d’espace métrique, de suite de Cauchy
et d’espace de Banach ne sont pas exigibles.

Convergence d’une suite

Up >4 <= |u, — £ = 0.

Forme quantifiée :

Ve > 0,3IN,¥n > N, |u, —¢|| <e.

Propriétés immédiates

Si (uy,) converge, alors :

la limite est unique;

la suite est bornée;

toute suite extraite a la méme limite;

gence de chaque composante.

Suites extraites

Une valeur d’adhérence est la limite d’une suite extraite.
Si une suite a deux valeurs d’adhérence distinctes, elle
diverge.

Adhérence

Critére séquentiel

Pour A C E,

a €A <= Ia,) € AY, a, — a.

Un point a est adhérent & A si toute boule centrée en a
rencontre A.

Limite d’une application

Soient f: A — F et ac A.

m—le,Hal:EA f(.’E) =4

si

Ve>0,3n>0,Vz € A,z —a|| <n=|f(z) -4 <e

Critére séquentiel de limite

f(x) =4 (x — a)

si et seulement si pour toute suite (z,) de A telle que
Ty —> @, 0n a

fzn) — L.

dans un produit fini, la convergence équivaut a la conver-

Réfuter une limite

Trouver deux suites (x, ), (y,) dans A, toutes deux conver-
geant vers a, telles que f(z,) et f(y,) n’aient pas la méme
limite.

Continuité

Continuité en un point

Pour a € A, f est continue en a si

f(z)

lim
r—a, tEA

f(a).

Equivalent séquentiel :

Tn = a= f(x,) — f(a).

Continuité sur une partie

f est continue sur A si elle est continue en tout point de A.
Les sommes, produits scalaires, produits quand ils ont un
sens, et composées d’applications continues sont continus.

Images réciproques

Si f: E — F est continue, 'image réciproque d’un ouvert
est un ouvert et 'image réciproque d’un fermé est un fermé.
Si f: E — R est continue :

{f > 0} est ouvert, {f =0} {f >0} sont fermés.

Lipschitz et linéaire

Lipschitzien

If(x) = f(y)| < Lz —yl| = f continue.

Exemple : & — ||z|| est 1-lipschitzienne car

izl =Nyl < ll= = yll -

Application linéaire continue

Pour u € L(E, F),

u continue <= 3C > 0, Vz, |lu(z)] < C ||z .

Norme d’opérateur :

[u(@)]
-

ul| = sup
[[ull o A

Dimension finie

En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. Consé-
quences :

— la convergence ne dépend pas de la norme choisie;

— on peut travailler coordonnée par coordonnée ;
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— toute application linéaire est continue;
— les applications polynomiales en les coordonnées sont conti-
nues.
Prouver une convergence

1. Identifier la norme.

2. Calculer ou majorer |lu, — ¢||.

3. Montrer que cette norme tend vers 0.

4. En dimension finie : revenir aux coordonnées.

Prouver une continuité

1. Utiliser opérations algébriques et composition.

2. Ou montrer une estimation ||f(z) — f(a)|| < C ||z — al|-

3. Pour une application linéaire : chercher ||u(z)|| < C||z].
J

Piéges classiques

— Bornée ne signifie pas convergente.

— Une limite peut étre étudiée en un point hors du do-
maine, s’il est adhérent au domaine.

— Une seule suite ne suffit pas a prouver qu’une limite
n’existe pas.

— Le choix de la norme peut compter en dimension infinie.

Exemples a connaitre

Matrices. Dans M, (K), A, — A si et seulement si chaque
coefficient converge.

Déterminant. det est continue, donc GL,(K) =
det A # 0} est ouvert.

Norme uniforme. Sur les fonctions bornées,

{4

fn — f pour ”Hoo Aaad Sl;p|fn(x) - f($)| — 0.

Evaluation. Sur C([0,1]), f + f(0) est continue pour |||,
mais pas pour ||-[|;.
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Fiche de révision — Compacité

Prépa MP / MPI, 2° année — Topologie des espaces vectoriels normés

Une partie K C E est compacte si toute suite de K
admet une suite extraite qui converge vers un élément

de K.
\

-

Compact = fermé et borné.

Fermé inclus dans un compact = compact.
Réunion finie de compactes = compacte.
Produit fini de compactes = compact.

Image continue d’un compact = compacte.

s
-

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie :
K compact <= K fermé et borné.

Conséquences : les segments de R, les pavés fermés
bornés de R"™, les boules fermées et les sphéres sont
compacts.

-
&

En dimension infinie, « fermé et borné » ne suffit pas.
Exemple : la boule unité fermée de C([0, 1]) pour ||-||
n’est pas compacte.

&

-

1. Vérifier que 'espace ambiant est de dimension fi-
nie.
2. Montrer que la partie est bornée.

3. Montrer qu’elle est fermée : équations continues,
inégalités larges continues, image réciproque de
fermés.

4. Conclure par fermé + borné.

-
N

Exemple — Exemple rapide

K={(z,y) eR? |22 +y%> <4, 2 —y =1} est com-
pacte : elle est bornée par la premiére contrainte et fer-
mée comme intersection de f~1((—o0,4]) et g~ ({1})
avec f(r,y) = 22 + 42, g(x,y) = v — y continues.

Si K est compact non vide et f : K — R continue,
alors f est bornée et atteint ses bornes :

da,be K, f(a)= m}%nf, f(b) = ml?xf.

-
&

Si K est compact et f: K — F continue, alors f est
uniformément continue sur K.

-~
-

Si K est compact non vide, alors pour tout x € E il
existe a € K tel que
d(z, K) = inf ||z —y|| = ||z — al| .
(2, K) = inf [lz =yl =z —af

Siz ¢ K, alors d(z, K) > 0.

-
N

Si K, L sont compactes non vides, alors d(K, L) est
atteinte. Si K N L = &, alors d(K, L) > 0.

~
G

Pour prouver I'existence d’'un minimum ou d’un maxi-
mum :

1. prouver K compact et non vide;
2. prouver f continue;
3. appliquer les bornes atteintes.

La compacité donne l'existence, pas forcément la va-
leur.

-
N

— Ne pas oublier « non vide » pour les extrema.

— Ne pas confondre suite convergente et sous-suite
convergente.

— Ne pas conclure compact par fermé borné hors
dimension finie.

— Vérifier que la limite extraite appartient a ’en-
semble.

-
&
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MP /MPI 2° année — Fiche - Compacité

Compacité — preuves types et réflexes

Si z € K, il existe z,, € K tel que z, — z. Par
compacité, z,,) — ¢ € K. Mais z,(,) — x, donc
r=0eK.

-
&

Si K n’est pas borné, choisir z,, € K avec ||z,| > n.
Une sous-suite convergente serait bornée, contradic-

tion.
N

-

Pour y, € f(K), écrire y, = f(zn). Extraire z,.,,) —
x € K, puis utiliser la continuité : y ) — f(z).

&

-

Sont fermés : {f = 0} si f continue; {f < a} et
{f > a} si f continue réelle; toute intersection finie
de fermés.

-
(&

Montrer que K = {A € M,(R) | ATA = I} est
compact. Réponse. M, (R) est de dimension finie.
L’application A — AT A est continue, donc K est
fermé comme image réciproque de {I,}. Si A € K,
chaque colonne a norme euclidienne 1, donc les coef-
ficients de A sont bornés; K est borné. Donc K est

compact.
N J

Pour une distance minimale
||z — a|| sur un compact.

minimiser a —

Pour un parametre optimal : compactifier ’en-
semble des parameétres.

Pour une sous-suite : vérifier que la suite est dans
un compact.

Pour une contradiction : extraire une sous-suite
convergente puis passer a la limite.
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MP /MPI 2° année — Fiche - Connexité par arcs

[t

Fiche de révision — Connexité par arcs

Prépa MP / MPI, 2° année — Topologie des espaces vectoriels normés

Un chemin dans A joignant a a b est une application
continue v : [0,1] — A telle que v(0) = a et y(1) = b.
A est connexe par arcs si deux points quelconques

de A peuvent étre joints par un chemin dans A.
N

— Tout singleton est connexe par arcs.

o

Toute partie convexe est connexe par arcs.
Toute partie étoilée est connexe par arcs.

Les intervalles de R sont exactement les parties
connexes par arcs non vides de R.

Pour n > 2, R\ {0} est connexe par arcs.

-
&

Dans une partie convexe :
~v(t) = (1 —t)a + tb.

Dans une partie étoilée de centre ¢
puis de ¢ & b par deux segments.

: aller de a a ¢,

.

&

Si A est connexe par arcs et f : A — F continue, alors

f(A) est connexe par arcs.
En particulier, si f : A — R est continue, alors f(A)
est un intervalle.

Si A est connexe par arcs, f : A — R continue, et
f(a) <y < f(b), alors il existe ¢ € A tel que f(c) = y.
S J

— Si des parties connexes par arcs ont un point com-
mun, leur réunion est connexe par arcs.

— Si Ay, ..., Ay sont connexes par arcs et A;NA; 11 #
@, alors | J; A; est connexe par arcs.
\ J

1. Tester la convexité.

2. Tester le caractere étoilé.

3. Décomposer en réunion de morceaux connexes par
arcs qui se coupent.

4. Construire un chemin polygonal.

5. Ecrire A = f(B) avec B connexe par arcs et f
continue.

-
N

Trouver une application continue f : A — R telle que

f(A) ne soit pas un intervalle, ou un invariant continu
qui ne peut pas changer de valeur le long d’un chemin.

Exemple — GL,, (R)

GL,,(R) n’est pas connexe par arcs : le déterminant
est continu et ne peut pas passer d’une valeur positive
a une valeur négative sans s’annuler.
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MP /MPI 2° année — Fiche - Connexité par arcs

Connexité par arcs — preuves et réflexes

Pour a,b € C, le segment ~(t) = (1 — t)a + tb est
continu et reste dans C.

-
&

Siu = f(a) et v = f(b), prendre un chemin v de a &
b. Alors f o~y joint u & v dans f(A).

s
-

Une partie connexe par arcs de R est un intervalle :
un chemin continu de a a b prend toutes les valeurs
intermédiaires.

s
-

Pour joindre a & b, si [a,b] évite 0, prendre le seg-

ment. Sinon, choisir ¢ ¢ Ra URbD et prendre le chemin
polygonal a — ¢ — b.

Connexe par arcs = connexe. La réciproque est fausse

en général, mais vraie pour les ouverts d’un espace
vectoriel normé.

— Le segment entre deux points peut sortir de ’en-
semble.

— L’image réciproque d’une partie connexe par arcs
par une application continue n’est pas forcément
connexe par arcs.

— 1l faut vérifier que le chemin reste dans I’ensemble.

Un dessin ne remplace pas une preuve.

A ={(z,y) € R? | y > 2} est connexe par arcs. Ré-
ponse. L’ensemble est convexe car la fonction x +— 2
est convexe : si y; > z2, alors pour ¢ € [0, 1],

b
2 2 2
(I —=t)y1 +tys > (1 —t)ay +tas > (1 —t)xy +taa)”.
/0 .
o Donc le segment entre deux points de A reste dans A.
N J
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Fiche de révision — Séries numériques
Prépa MP / MPI — 2° année

Définitions Comparaison série-intégrale

Pour une suite (u,), la série > u, a pour sommes par- Si f est positive décroissante :
tielles

N N+1 N N
Sn=)_ un. / fode< Y fk) g/ f(t)dt.
n=ng n+1 | n

Elle converge si (Sy) admet une limite finie. Sa somme

¢ S oo Usages : convergence/divergence, estimation de sommes
es _, Up. ;
- o= P partielles et de restes.
Si Y u, converge, son reste est .
Conséquences :
n
+oo Z 1 1
—~lInn
Ry = Z U, Ry — 0. klk ’
n=N+1 -
- w -«
1 n
Zk_aN 1— a (a<1),
k=1
Condition nécessaire too e
Si Y u, converge, alors u, — 0. pe (a>1)
Si u,, # 0 : divergence grossiere. k=n+1

Mais u,, — 0 ne suffit pas : Y 1/n diverge.

Séries positives
Régle de d’Alembert

Si 14, > 0, alors (S) est croissante.

Si u, # 0 a partir d’'un certain rang et

Zun converge <= (Sy) est majorée.
|un+1| ¢
)

Comparaison : si 0 < u,, < v, a partir d'un certain rang, |un|
— Y v, converge = Y u, converge;
— > uy diverge = > v, diverge.

alors :
— ¢ < 1 : convergence absolue;;

— ¢ > 1 : divergence grossiere ;
— ¢ =1 : aucune conclusion.
Relations de comparaison Tres utile avec factorielles, puissances, produits.

Avec Uy, v, > 0 a partir d'un certain rang :
— up, = O(vy) et > v, converge = > u, converge;

— Uy, ~ v, = les deux séries sont de méme nature.
La suite de référence doit étre de signe constant a partir
d’un certain rang. Convergence absolue

> u, est absolument convergente si Y |u,| converge.
Convergence absolue = convergence.

Séries de référence Pour une série vectorielle dans un espace normé de dimen-

Géométrique : sion finie : si Y ||u,|| converge, alors Y u, converge.
+o00 1
Z q" converge < |q| <1, an =1
n>0 n=0 —q
Litamemn : Télescopage
1 C
Z — converge <= a > 1. Si Un = Gn41 — an, alors
n>1 n .
Logarithmique usuelle : Z Up = GN+1 — do-
n=0
1 . .
Z a _)5 converge <= (3 > 1. Donc Y (ant1 — an) converge si et seulement si (a,)
nz2 BT converge.
~ J
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Sommer les équivalents

Soient u,, v, > 0 et u, ~ v,.
Si Y v, converge, alors les restes sont équivalents :

+oo +oo
> we > w
k=n+1 k=n+1

Si Y v, diverge, alors les sommes partielles sont équiva-

lentes :
n n
E U ~ E Vg .
k:no k:no

Cas particulier : Cesaro. Si u,, — ¢, alors

1 n
— E uk—>€.
nk:l
N J

Méthode rapide

1. Vérifier si u,, — 0.

2. Si termes positifs : comparer a Riemann, géométrique,
logarithmique.

3. Si factorielle/exponentielle : d’Alembert.
4. Si différence : télescopage.

5. Pour un équivalent de somme ou de reste : sommation
des équivalents ou série-intégrale.

Attention

— up, — 0 ne prouve jamais la convergence.

— D’Alembert avec limite 1 ne donne rien.

Une équivalence de termes positifs donne la méme na-
ture, pas forcément la méme somme.

Pour un reste convergent, on somme de n+ 1 & 4o0.
Le critere de Cauchy est hors programme.

|(

Exemples réflexes
1 1
In(1+— )~ — = convergence.
n n

n?+1
n3 4+ 2n

\/n—l-l—ﬁwﬁ.

1 .
~ — = divergence.
n

Donc

VAFI- Vi 1

=> convergence.

n 2n3/2
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Fiche de révision — Séries vectorielles
Prépa MP / MPI — 2° année

Cadre

FE est un espace vectoriel normé de dimension finie sur
K =R ouC.

Une série vectorielle > u, est une série dont les termes
u, appartiennent a F.

Sommes partielles :

N
SNZ Z Up, -

n=ngqo

Convergence : Y u,, converge si (Sy) converge dans E.

Somme et reste

Si Y uy, converge :

+oo
Uy, = lim Sy.
Z " Nodoo N

n=mno

Reste d’ordre N :

+oo
Ry = Z Un s

n=N+1

Ry — 0g.

Condition nécessaire

Si Y u, converge, alors
Siu, # Op @ divergence grossiere.

Attention : u,, — Og ne suffit pas. Exemple : u,, = (1/n,0)
\dans R2.

Linéarité

Si Y up et > v, convergent, alors pour A\, u € K :

Z (Aup + pon)

converge et

Z()\un + pvy) = )\Zun + qun.

| /

Critéere par les coordonnées

Dans une base (e1,...,ep), on écrit
Up = Up,1€1 + -+ + Up p€p.
Alors

E Uy, converge <= Vi, E Up,; CONVErge.

Séries de matrices

Pour A, = (az(»;»l)) € M, (K) :

Z A,, converge <= Vi, j, Z agl) converge.

La somme se calcule coefficient par coefficient.

Convergence absolue

> u, est absolument convergente si

Z l|un || converge.

En dimension finie :

Z lun|| < 400 = Zun converge.

Ce critere ne dépend pas de la norme choisie.

Domination

Sia, >0, Y a, converge et
lunll < an

a partir d’un certain rang, alors Y u,, converge absolu-
ment.

Version asymptotique : si [[u,|| = O(an) et ) ay, converge,
alors > u, converge.

Estimation du reste

Si Y ||un|| converge, alors

+oo

IRnl < D lluall-

n=N+1

Si [Jup| < an et > a, converge :

+oo
ENES S

n=N+1

Application linéaire

SiT: E — F est linéaire et si Y u,, converge, alors

Z T(uy) converge

et
Dans ce cas : +00 +o0
e S T =7 3 un
E _ § § n=ng n=nqo
Un = Un,; | €
i=1 \n=ng En dimension finie, toute application linéaire est continue.
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Direction fixe

Pourv e F :
S o

converge si v = 0g ou si Y a, converge. Dans ce cas :

Z anV = (Z an) .

Exemple, si |¢| <1 :

+oo

1
Z q"v = .
n=0

1—g¢q

Série géométrique matricielle

Si A € My(K) et ||A|] < 1 pour une norme sous-
multiplicative, alors

+oo

> A

n=0

converge et
+oo
> A= (I, - A7
n=0

La condition ||A|| < 1 est suffisante.

Méthode rapide

Pour étudier > u,, :

1. Tester u,, — 0g.

2. Chercher une majoration de ||u,|| par une série numé-
rique convergente.

3. Sinon, écrire les coordonnées et étudier chaque série
numérique.

4. Pour les matrices : coefficients ou norme matricielle.

Attention

A ne pas faire :
conclure avec seulement u,, — O ;

croire que Y ||uy,|| divergente implique forcément »  u,
divergente ;

oublier qu’une seule coordonnée divergente fait diverger
toute la série vectorielle ;

changer de norme avec inquiétude : en dimension finie,
les normes sont équivalentes.

L
Exemples-types

Dans R3 :
1 1 Inn
2 e e

converge : toutes les coordonnées convergent.

Dans R2? :
> (e
n’ n?

diverge : premiere coordonnée harmonique.
Si ||lun|| < C/n3/2, alors 3" u,, converge absolument.
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Frepa MFP / MFP1

Fiche - dSuiltes et series de fonctions

2e annee

Suites et séries de fonctions
Prépa MP / MPI (2e année) - Fiche de révision

Cadre. Fonctions définies sur A C E, ou E est de dimension finie, a valeurs dans un espace normé F' de dimension finie.

En pratique : valeurs dans R ou C. Pour g bornée :

l9llo, 4 = sup llg(z)I|-
T€EA

1. Suites de fonctions

Convergence simple

(u,) converge simplement vers u sur A si
Vo € A, Un () = u(z).

Le rang peut dépendre de x.

Convergence uniforme

(u,) converge uniformément vers u sur A si
Ve >0, AN, Vn> N, Ve € 4, |un(z) —u(2)] <e.
Si les différences sont bornées :

uy, — u uniformément <= |[u, —ull, 4 — 0.

convergence uniforme = convergence simple ‘

La réciproque est fausse.

Méthodes rapides
— Chercher d’abord la limite simple wu.

majorer ||u,(z) —u(z)|| < a, avec

— Pour 'uniforme :
a, — 0 indépendant de z.

— Pour nier l'uniforme € A tel que

trouver x,

Toujours préciser le domaine : 2™ n’a pas le méme com-
portement sur [0, 1], [0,1] et [0, a] avec a < 1.

2. Théoremes de passage a la limite

Continuité

Si les u,, sont continues en a et si u,, — u« uniformément sur
A, alors u est continue en a.

En particulier, une limite uniforme de fonctions continues
est continue. Localement, on utilise souvent la convergence
uniforme sur tout segment.

Double limite
Si 4, — u uniformément sur A, si a est adhérent a A, et
si chaque u,, admet une limite ¢, en a, alors (¢,,) converge
vers £ et
u(z) — L.

r—a
Démonstration hors programme.
Intégration sur un segment

Si u,, sont continues sur I et u,, — u uniformément sur tout
segment de I, alors, pour a € I,

Un(x):/zun(t)dt = Un—>U:x'—>/wu(t)dt

uniformément sur tout segment. En particulier, sur [a, b] :

/a " n(t) d / " ut) dt.

Dérivation
Si u, € CY(I,F), u, — u simplement sur I et u/, — v
uniformément sur tout segment, alors

u e CHI,F), o

Uy, — u uniformément localement,

Extension C* : convergence simple des dérivées d’ordre 0 &
k — 1 et convergence uniforme locale de 'ordre k.
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Frepa MFP / MFP1

Fiche - dSuiltes et series de fonctions

2e annee

3. Séries de fonctions
Pour f, : A — F, on note

N
SN = Z fn
n=0

La série > f, converge simplement /uniformément si la suite
(Sn) converge simplement /uniformément.

Sis=

20 fus le reste est

+oo
Ry=S-Sx= Y fu

n=N+1

g fn converge uniformément

si et seulement si elle converge simplement et

BN [log,a = O.

4. Convergence normale

> fn converge normalement sur A si les f,, sont bornées

et si
>l fallso.a

n>0
converge.

Critere pratique : si
Vee A, |fu(@)]] <M, et Z M,, converge,

alors > f,, converge normalement.

Vs

’ normale = uniforme = simple ‘

La convergence normale entraine aussi la convergence
absolue en tout point.

Uniforme n’implique pas normale. La convergence nor-
male est un critere suffisant tres fort.

5. Régularité d’une somme
Soit S = fo.
Continuité

Si les f,, sont continues et > f,, converge uniformément sur
A, alors S est continue sur A.

Intégration terme a terme

Sur [a,b], si f, continues et > f,, converge uniformément :

b +oo +o0 b
/ D falt)dt = Z/ fa(t)dt.
a n=0 n=0"%

Dérivation terme a terme

Si f, € CY(I,F), si Y f, converge simplement et si . f/
converge uniformément sur tout segment, alors

—+oo
Sec'(I,F), S=> f.
n=0

De plus Y f,, converge uniformément sur tout segment.

6. Exemples a connaitre

:L.TL

— Sur [0,1] : limite simple 0 sur [0,1] et 1 en 1; pas uni-
forme.

— Sur [0, 1] : limite simple 0 ; pas uniforme car sup,i[ 2" =
1.

— Sur [0,a], a < 1 : uniforme vers 0 car sup z™ = a™ — 0.

Pic mobile

Sur [0, 1], upn(z) = nz(l — )™ converge simplement vers 0,
mais pas uniformément : avec z, = 1/(n + 1),

n n " 1
— e .
n+1l\n+1

Série normalement convergente

Up(Tn) =

Sur [-1,1],
+oo .
> e
2
n=1 n

converge normalement car |z"/n?| < 1/n% Donc sa somme
est continue, intégrable terme & terme, et elle est C! sur
| = 1, 1] par convergence normale locale de la série dérivée.

7. Approximation uniforme

Toute fonction continue par morceaux sur un segment est
limite uniforme de fonctions en escalier.

Théoreme de Weierstrass : toute fonction continue sur un
segment S et a valeurs dans K est limite uniforme sur S de
polynomes a coefficients dans K. La démonstration n’est pas
exigible.

8. Checklist de rédaction

1. Déterminer la limite simple ou la somme ponctuelle.
2. Indiquer clairement le domaine A.

3. Pour uniforme : norme sup ou estimation du reste.
4

. Pour normale : majoration uniforme par une série numé-
rique convergente.

5. Pour continuité/intégration/dérivation : citer le théoréme
et vérifier les hypotheéses.
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FPrepa MFP / MFP1 (Ze annee)

Fiche - deries entieres

Séries entieres
Prépa MP / MPI (2e année) - Fiche de révision

Définition
Une série entiére est une série de fonctions

g anz",

n>0

ou les coefficients a,, sont réels ou complexes et z est réel
ou complexe. Pour z fixé, on étudie la série numérique

> anz™.
Lemme d’Abel

Si la suite (anz2l) est bornée, alors pour tout z tel que
|z| < |20], la série > a, 2™ converge absolument.

Rayon de convergence

R =sup{r >0; (a,r"™) est bornée}.
Alors :
— sl |2| < R, convergence absolue;
— si |z| > R, divergence grossiére ;
— si |z| = R, aucune régle générale.
Variable réelle : intervalle ouvert | — R, RJ.
Variable complexe : disque ouvert D(0, R).

|(

Bord

Le rayon ne décide pas les points z = R et x = —R. On
remplace dans la série et on étudie deux séries numériques
ordinaires.

Calculer R
1. D’Alembert. Si a, # 0 a partir d'un certain rang et

M _>£’
(075
alors 1
R={. 1/0=14o0, 1/(+00)=0.

2. Comparaison.

— a, = 0(b,) = Ry > Ry;
— ap =0(b,) = Ry > Ry;
— an ~ b, => R, = Ry.

Rayons de référence

Série Rayon

S 1

Somme et régularité
Si
+oo
f@) =) ana" (2| <R),
n=0

alors f est continue sur | — R, R[. Elle est méme C' et

+oo
f(z)= Znanx"_l.
n=1

Plus généralement,

+oo

) (z) = Z nn—1)---(n—k+ Daz™*.

n==k

Une primitive F' s’écrit

+oo @
F(z)=F(0 n_pntl
(2) <)+n§n+1x

Toujours dans 1’ouvert

Dérivation et intégration terme a terme sont valables sur
| — R, R[, pas automatiquement au bord.

Unicité des coefficients

Si f(x) =) apa™ sur un voisinage de 0, alors

F(0)

n!

Ap =

Donc un développement en série entiere, s’il existe, est
unique.

Produit de Cauchy

CD|
—

A(z) = Zanz", B(z) = anz",
alors, pour |z| < min(R,, Rp),

+oo n
A(2)B(z) = Z (Z akbn_k> 2"
k=0

Le rayon du produit est au moins min(R,, Rp).

Plan type d’étude

Pour Y a,a™ :
1. calculer R;

>n aeR 1 2. écrire convergence absolue pour |z| < R;
il 3. écrire di i lz| > R;
= +00 . écrire divergence grossiere pour |z ;
> onlz" 0 4. étudier z = R et x = —R si besoin;
Samz" 1/]al sia#0 5. sil’on cherche la somme, partir d’une série usuelle puis
dériver, intégrer, multiplier ou substituer.
Convergence normale
Si R est lerayon de > a, 2", alors pour tout r < R, la série
converge normalement sur {|z| < r}. En variable réelle :
convergence normale sur tout segment [—r, 7] C] — R, R].
=
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Fiche - deries entieres

Développements usuels et méthodes

Développements a connaitre

= Z (x € R)
1SS x2n
= 1" R
cos T Z_;)( ) )] (z €R)
RisCC 2n+1
0 n X
smx—ZO(—l) Gn s 1) (x €R)
to  on T ont
i . _ 7
coshx—z_:om, s1nhx—§_:o—(2n+1)!
Zm (lz| < 1)
In(l + z) = Z(—l)”—l (Jel < 1)
=it
fiRCC 2n+1
n
arctanx = Zo(fl) o 1 (lz] < 1)
+oo o
(1+2)* = §_j (n>x (Jzl < 1)
avec
a\ ala—1)---(a—n+1)
n) n! ’

Obtenir un DSE

— Substitution : remplacer = par u(z) avec u(xz) — 0.

— Dérivation : utile pour faire apparaitre un facteur n.

Formule de Taylor avec reste intégral

Si fecCnt!
n (k) z _ \n
fla) = Z f k'(O) ok +/0 (z n't) FOD () dt.
k=0 ’ ’

Elle sert a prouver que le reste tend vers 0.

Exemples rapides

2
n“+1,.n
gn L

1. Rayon. Pour

C(n4+1)2+1

st _ 1
n2+1 3

Qn

1
37

donc R = 3.
2. Somme. Pour |z| < 1,

ZTLZL’

3. Logarithme. Pour |z| < 1,

1—90)2

—In(l—2) =

n=1
Erreurs fréquentes

— oublier d’étudier les points du bord ;

— donner une somme sans préciser le domaine;
— utiliser Y 2™ =1/(1 — z) hors de |z| < 1;
— dériver ou intégrer au bord sans justification ;

— croire que C'*° implique développable en série entiére.

— Intégration : utile pour faire apparaitre 1/n ou
1/(n+1). . . .
— Produit de Cauchy : utile pour les produits de
fonctions. Dans une série entiere, tout est stable et tres régulier a
— Equation différentielle : poser y = S anz™, identi- I’intérieur du rayon; le bord est toujours une question
fier les coefficients. séparée.
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Prépa MP/MPI — Fonctions vectorielles

Fiche de révision

Fonctions vectorielles
Prépa MP / MPI (2¢ année) — Dérivation et intégration

Cadre. I intervalle de R, E espace vectoriel normé de
dimension finie sur K = R ou C. Une fonction vecto-
rielle est une application f : I — FE. Dans une base

(1, ren) :

En dimension finie, les propriétés se vérifient coordonnée
par coordonnée.

données sont C*. Si f est C* au voisinage de a, alors
Eopio
fla+h)=Y" ﬁf(])(a) +o(h*).
§=0

Exemple :

(e',cost) = (1,1) +t(1,0) + g(l, —1) + o(t?).

J
Coordonnées : réflexe essentiel. ) Intégrale vectorielle sur un segment. Pour f :
— F(t) — £ ssi fi(t) — £; pour tout i. [a,b] — E continue par morceaux :
— f continue ssi toutes les coordonnées le sont. b b
— f dérivable ssi toutes les coordonnées le sont. / f(t)dt = Z ( / fi(%) dt> €.

a 2 a
— =) filt)e: ’
i Propriétés : linéarité, Chasles, et si L est linéaire,
b b
- f:z(/fi)ei. N
L A\, ([ £)=[ .
a a
<

Dérivée. f est dérivable en a si

f@t) = fla)

t—a

— f'(a).

Equivalent :
fla+h) = f(a) + hf'(a) + o(h).
Pour f(t) = (f1(t),..., fa(?)) :
F1@) = (fi(t),..., fa(t)).

Interprétation : f/(¢) est un vecteur vitesse; f”(t) est
un vecteur accélération.

Reégles de dérivation.

— Linéarité : (Af + pg) = Af + ng'.
— Si L est linéaire : (Lo f) = L(f").
— Si B est bilinéaire :

(B(f.9)) = B(f',9) + B(f,9')-
— Produit scalaire :
(f.9)" =(f".9) +{f.9)
— Norme au carré :

(A7) = 2(F', ).

<
Inégalité clé. Pour toute fonction vectorielle continue

par morceaux :

‘/abf(t)dt

C’est 'outil principal pour majorer une intégrale vecto-
rielle.

b
< [(1s0] o

J

Lien dérivation/intégration. Si f : I — E est conti-
nueeta €l :

Plz) = / (1) dt

est Clet I/ = f. Si Fest C!:

/b F'(t)dt = F(b) — F(a).

Intégration par parties bilinéaire :

(B(u,v)]! = /abB(u’,v) + /abB(u,v').

~

Accroissements finis : version vectorielle. Si f €

C'([a,b], E), alors

1£(5) = F(a) g/ 170l dt.

Si|lfll<M:

— Reparamétrage :

S 1£®) = F(@) < M(b— a).
(fop) =(¢) [ op
Piége : en général, il n’existe pas de c¢ tel que
- N
Classe C* et Taylor-Young. f est C* ssi ses coor- f) = fla) = (b—a)f'(c).
J
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Prépa MP/MPI — Fonctions vectorielles

Fiche de révision

N
Intégrabilité sur un intervalle quelconque. Pour Exemples rapides.
f: I — E, une méthode siire est de montrer
Ft) = (%) = f/(t) = (¢, 2t),
t)|| dt : !
J 1ol at < +oc [ = -1,
0
Alors f est intégrable par coordonnées et u(t) = (cost,sint) = u'(t) = (—sint, cost),
2
[u@” =1 = (u'(), u(t)) = 0.
= I
I I s N
Méthode en devoir.
Sl Hf (Ol < g(t) avec g > 0 intégrable, alors f est 1. Choisir une base et écrire les coordonnées.
intégrable. . . . ,
y, 2. Appliquer le résultat scalaire aux coordonnées.
3. Recomposer le vecteur.
4. Pour une majoration, passer par la norme.
5. Pour une différence f(b) — f(a), écrire d’abord fab 1.
J

Fonctions vectorielles — points de vigilance

Ce qu’il ne faut pas faire.

Ecrire un théoreme des accroissements finis avec
égalité vectorielle sans justification.

Confondre f et || f||.

Oublier que la norme choisie n’a pas d’importance
pour la convergence en dimension finie, mais qu’elle
peut changer les constantes de majoration.

Dériver || f|| comme si c’était || f'|| : c’est faux en
général.

Dériver un produit sans identifier la structure bili-
néaire utilisée.

~

-
Mini-exercice corrigé 2. Soit u € C([a,b], E) et
||u'|] < 3. Alors

[[u(b) — u(a)]| < 3(b—a).

Justification :

J

-
Mini-exercice corrigé 3. Si u : R — E est C! et
vérifie (u/(t),u(t)) = 0 pour tout t, alors

2y/
) t =0.
Formules a reconnaitre. (Fu®1%)
b Donc ||u(t)| est constante. Interprétation : la vitesse
f() — fla) = / f(t) dt. est toujours orthogonale au rayon vecteur.
a
Plan type pour prouver une propriété vectorielle.
H / f H < / I£1l- Pour montrer une limite, une continuité, une dérivabilité
ou une intégrabilité :
!/
(f,9) =(f,9)+(f.g"). 1. Fixer une base (¢;).
(1712) = 245", ). 7 0 7 = 05 s
3. Appliquer les théoremes scalaires a chaque f;.
!
(B(f,9)) = B(f',9) + B(f,9) ) L 4. Conclure dans F en utilisant la dimension finie.

Mini-exercice corrigé 1. Soit f(t) = (t,e t,sint).
Alors
f'(t)=(1,—e" " cost)

/Olf(t)dt:<

et
,1—6_171—C051).

N

Phrase a retenir. En dimension finie, une fonction
vectorielle se traite comme un paquet fini de fonctions
scalaires, mais les majorations se font avec la norme.

J
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Prepa Mr / MFP1

Fiche — Integrales generalisees

Fiche de révision — Intégrales généralisées
Prépa MP / MPI (2e année)

1. Définition

Soit f continue par morceaux sur tout segment de [a, b].

b a2
/ f(t)dt converge <— ling f(t)dt e K.
a T—0"

a

Sur [a, +00] :

+oo
/ f converge <= lim
a

r—r+o0

/ f(t) dt existe finie.

Avec plusieurs points impropres, on coupe et chaque

morceau doit converger.
J

2. Point clé

Pas de compensation entre divergences. Par exemple
une valeur principale symétrique peut exister sans que
I'intégrale généralisée converge.

3. Fonctions positives

Pour f,g > 0 au voisinage du point impropre :

— 0< f<get [gconverge = [ f converge;

— 0<g< fet [gdiverge = [ f diverge;

— f~g= [ fet[gsont de méme nature;

— [=0(g) et [ g converge = [ f converge si f,g > 0.

4. Références indispensables

Intégrale Condition
oo qdt
/ t_a a>1
M at
— a<l
ta
0+oo dt
—_— >1
/e t(Int)? B
“+o0
/ e Mdt A>0
A
A Tinfini, 1/t est la frontiére. Prés de 0, 1/t est aussi la
frontiére mais dans le sens inverse.

5. Equivalents usuels
Quand t — 0 :

2

t
sint ~ ¢, tant~t, 1—cost~5, In(14¢t) ~t.

Quand t — o0 :

14+t° ~t? (6>0), In(l+t)~Int.

6. Intégrabilité

Scalaire :

f intégrable sur I <= / |f(t)] dt converge.
I

Vectoriel, f : I — E avec E de dimension finie :

f intégrable <= /||f(t)|| dt < +o0.
I

| [roa < [usen o

7. Critére par coordonnées

Si f(t) = > p_ fe(t)er dans une base de E de dimension
finie, alors

Alors

f intégrable <— fi,...

/If(t) dt = g (/I £(0) dt) .

8. Outils de calcul

Primitive : si F' = f et F(z) a une limite finie au point
impropre, alors

, fn. intégrables.

Changement de variable et intégration par parties se
font d’abord sur des segments, puis on passe a la limite.
Toujours vérifier les termes de bord et la convergence.

9. Méthode rapide

1. Repérer tous les points impropres.

2. Couper l'intervalle.

3. Sur chaque morceau, chercher un équivalent ou une

domination.

Comparer a une référence.

5. Pour un signe variable : tester d’abord |f].

6. Conclure : convergence, divergence, intégrabilité ou
convergence non absolue.

e

10. Pieges

— f(t) = 0 ne suffit pas : f1+°° 4t diverge.

— Une seule divergence locale fait diverger 'intégrale
totale.

— L’équivalence doit étre prise au bon point impropre.

— Pour prouver I'intégrabilité, on compare |f| ou || f]],
pas seulement f.

11. Exemples types

Type 1.

“+oo ta
dt
/0 1+

converge ssi @« > —1 prés de 0 et § > o+ 1 a Uinfini.
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Prepa Mr / MFP1

Fiche — Integrales generalisees

Type 2.

1
1— t
=
0 t

converge ssi 2 — a > —1, donc ssi a < 3.
Type 3.

converge ssi o > 1.

12. Phrase de conclusion attendue

Une conclusion propre mentionne toujours le point im-
propre étudié et le critere utilisé :

fO)~ o (6 )

+ _ . ’
or [[7°°t=3/2dt converge; donc l'intégrale converge au
voisinage de +o0.
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Fiche — Intégrales a parametre

Fiche de révision — Intégrales a parametre
Prépa MP / MPI (2° année)

(OF:Ye )
On étudie

F(x):/f(:mt)dt.

I : intervalle d’intégration. ¢ : variable muette. x : parametre.
K =R ou C.

Toujours commencer par : fixer x et montrer que ¢ —
f(z,t) est intégrable ou que 'intégrale converge.

Domination : le réflexe central

Sur un segment K de parametres, chercher ¢ > 0 intégrable
telle que
Ve e K, |f(z,t)| < ox ().

Pour dériver, on domine plutot |9, f(z, ).
Attention : px ne doit pas dépendre de x dans K.

Convergence dominée

Si f, — f simplement sur I et s'il existe ¢ € L*(I,Ry) telle
que

vn, Yt [ fa(8)] < @),

/Ifn(t)dte/lf(t) dt.

Version parameétre : si f(z,t) — g(t) quand x — a et si
|f(x,t)| < ¢(t) pour x proche de a, alors

/1 o t)dt - /I ot) dt.

Intégration terme a terme

alors

SO

Si uy, > 0 sont intégrables et si Z un converge simplement,

alors
+oo “+oo
/Zun(t)dt:Z/un(t)dt
In:O n=0 I

dans [0, +o0].
Si u, sont & valeurs dans K et

+oo
Z/\un(tﬂdt < +o0,
n=0 I

alors Z u, est intégrable et

/Iiun(t) dt = i/zu"(t) i@

Continuité sous le signe intégral

Pour montrer que

F(x) = /f(x,t) dt¢

est continue sur A, vérifier :
— pour tout ¢, z — f(z,t) est continue;

Dérivabilité sous le signe intégral
Pour A, I intervalles de R, si :
— x> f(x,t) est C* pour tout ¢;
— t— f(x,t) est intégrable pour tout z;
— t > Oz f(z,t) est continue par morceaux ;

— 0= f(z,t)] < @(t) avec ¢ intégrable, au moins localement
en x;
alors

FecC'(4), Fl(z)= /Bzf(x, t) dt.
I

Classe C*

Si les dérivées partielles 9 f existent jusqu’a ordre k et sont
dominées localement par des fonctions intégrables, alors

FO(z) = /agf(% tydt, 0<j<k.
I

Cas typique :

est C°° sur 0, 400 et

—+oo
r®(z) = / " (Int)Fe " dt.
0

Méthode de rédaction

Définir clairement I et ’ensemble des parametres.
Vérifier I'existence de 'intégrale.

Etudier la régularité en z & ¢ fixé.

Trouver un majorant intégrable, global ou local.
Citer le théoreme et conclure.

Exemples a connaitre

1. Pour z € R,

+oo 1
/ e ' cos(at) dt =
0

1+ 22

Domination : |e™ ! cos(zt)| < e *.
2. Pour x € R,

“+ oo .
_ssin(xt
/ e t¥ dt = arctan z.
0

On dérive sous l'intégrale : la dérivée est

+oo 1
/0 e " cos(zt)dt = i

3. Pour x > —1,

_ "In(1 + t)
L(:c)—/o fdt

est C' et
— pour tout z, t — f(x,t) est continue par morceaux ;
— domination intégrable : |f(x,t)| < ¢(t), globalement ou , Lot In(1 + :c)’ z#0,
localement sur tout segment de A. L'(z) = / 1+ 2t = z
Alors F' est continue. 0 L z=0.
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Fiche — Intégrales a parametre

MP /MPI

Piéges fréquents

— Oublier de prouver que F(z) existe.

— Dominer par une fonction dépendant de z.

— Dériver sous 'intégrale sans domination de 0, f.

— Négliger une singularité en 0, en une borne finie, ou a
Pinfini.

— Conclure trop vite & une limite sans domination.

Test rapide de domination

Sur |0, 1], t* est intégrable si a > —1. Sur [1,+oo[, t~¢ est
intégrable si a > 1. Les fonctions t™e™, avec ¢ > 0, sont
intégrables sur [0, +oo].
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ME /S IVIEL

Fiche de révision — Equations différentielles linéaires
Prépa MP / MPI (2° année)

I intervalle de R, E espace normé de dimension finie.
2’ (t) = a(t)x(t) + b(t)

ouva:I— L(E)etb: I — E sont continues.
En coordonnées :

X'(t) = A®)X (t) + B().

L’équation homogene associée est ©’ = a(t)z.

Probleme de Cauchy

Condition initiale :
{m' = a(t)z + b(t),
x(to) = Xo.

Forme intégrale :

z(t) = xo + / (a(s)w(s) + b(s)) ds.

to

Théoréme de Cauchy linéaire : il existe une unique solu-
tion sur tout I. La démonstration n’est pas exigible.

Cas homogene : les solutions forment un espace vectoriel. Pour
tout %o,
x — x(to)

est un isomorphisme de ’espace des solutions sur E. Donc si
dim E = n, 'espace des solutions homogeénes est de dimension
n.

Avec second membre : si ), est une solution particuliere,

S:xp—l-Sh.

L’ensemble des solutions est affine, dirigé par les solutions
homogenes.

Structure des solutions

Equation scalaire d’ordre n

Une équation normalisée
v ™ 4 a1y o+ agy = b

se transforme en systéme avec

X =y, .,y

Le probleme de Cauchy impose
y(to), y/(to)7 ey y(n_l)(to).

Cas homogene : I'espace des solutions est de dimension n.

Pour
a)y +b(t)y = c(t) ou a()y” +bt)y +c(t)y = d(t),

on ne divise par a(t) que sur les intervalles ou a(t) # 0.

Non normalisé

Exponentielle de matrice

Pour A € M, (K) :

Propriétés :
- eO = In ;
— si AB = BA, alors eAT8 = e“e? ;
_ oPAPT! _ PeApP1.
— si D = diag(\;), alors e” = diag(e™);
o ietA :AetA :etAA;

dt

— Sp(e?) = {e* : A e Sp(A)}.

Piége majeur

En général,
A+B A_B
e ee”.

La formule est vraie si A et B commutent.

Systéme homogéne constant

Pour

X' = AX, X (to) = Xo,

I'unique solution est
X(t) = et Xy,

Si A= PDP !,
et = petP Pt

Si A= M + N avec N? =0,

p—1
et =M I—I—tN—&—---—i—ti'Np_l .
(p—1)!

Blocs a reconnaitre

1. Diagonal :
A =diag(A1, ..., \n) = Xi(t) = Cieit.

2. Jordan taille 2 :

_ (A1 A a1t
A—<O >\>:>e =e <0 1).

3. Rotation-dilatation :
—sin St
cos Bt |-

A= (CM B) = etA _ eat (COS ﬁt
8 «

sin Bt
Lecture qualitative

Pour X' = AX :
— si toutes les parties réelles des valeurs propres sont < 0, les
solutions tendent vers 0;

— si une valeur propre a une partie réelle > 0, il existe des
directions instables ;
— valeurs propres non réelles : rotation, éventuellement avec
spirale si la partie réelle est non nulle.
La résolution explicite complete des systémes constants n’est
pas objectif principal : garder des calculs raisonnables.
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ME /S IVIEL

Second membre constant ou variable

Pour X' = AX + B(t) et X (to) = Xo :

¢
X(t) = et 04X, 4 / =94 B(s) ds.

to

Méthode : résoudre 'homogene, trouver une solution particu-
liere, ajouter.

Wronskien, ordre 2

Pour I’homogene
y" +p(t)y +at)y =0,
si u, v sont solutions :
W) = u(t)v' (t) — ' (t)v(t).

u,v forment une base de solutions ssi W (to) # 0 pour un to;
alors W ne s’annule pas sur /.

Variation des constantes, ordre 2

Pour
v +pt)y + q(t)y = r(b),

avec (u,v) base de 'homogene, chercher

Yp = au+ Po.
On impose
ad'u+pv=0, a'u 4+ v =r.
Donc
a/ = _K 5’ — ﬂ
w’ w’

Puis intégrer o et 8.

Checklist exercice

1. Identifier homogeéne / second membre.

. Vérifier le cadre : intervalle, continuité, normalisation.
. Utiliser Cauchy pour existence-unicité.
. Décrire la structure des solutions.

. Si coefficients constants : calculer e*4.

S Ot s W N

. Imposer les conditions initiales & la fin.

— oublier le facteur t — to;

— diviser par un coefficient qui peut s’annuler ;
— confondre solution particuliere et solution générale ;

— appeler vectoriel I'ensemble des solutions avec second
membre ;

— diagonaliser une matrice sans vérifier qu’elle I’est.
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Calcul différentiel
Prépa MP / MPI (2¢ année) — fiche de révision

Cadre
FE, F : espaces vectoriels normés réels de dimension finie.
QC Eouvert,acQ, f:Q—F.

— h — Op : variation dans l'espace de départ.

— df(a) : application linéaire de E vers F.

— Si FF =R et E euclidien : on peut parler de gradient.

Dérivées directionnelles et partielles

Dérivée selon v € E :

D, f(a) = th—% w,

Dans une base (e1,...,e,) :

9:f(a) = De, f(a).

Attention :
tiabilité.

existence des dérivées partielles = différen-

L

Différentiabilité
f est différentiable en a si
fla+h) = f(a) + L(h) + o(|[2])),
avec L € L(E, F). Alors L est unique et
D, f(a) = df(a) - v.

Conséquences : différentiable = continue et dérivable selon
tout vecteur.

L =df(a),

Jacobienne
Pour f=(f1,...,fp) 1 QCR* > RP:

3P ) >

Si A est une colonne :

df(a)-h = J¢(a)h.

Sif:Q — Ret E euclidien :

df(a)-h=(Vf(a),h).
Dans R™ canonique :
01f(a)

Vf(a) = :
O f(a)

Si Vf(a) # 0, la direction de croissance maximale est

Vi(a)

IV f(a)ll’

Le gradient est normal aux lignes/surfaces de niveau.

Linéarité :
d(Mf + ug)(a) = M f(a) + pdg(a).
Composée : si g o f est définie,
d(go f)(a) = dg(f(a)) 0 df(a),
Jyor(@) = Jy(f(@)) T (a).
Le long d’un arc v :
(f o) (8) = df(v()) - /(0.
Si f est scalaire : (f 07)'(t) = (VF((1)),7'(1))-

Classe C!

f est O si f est différentiable sur Q et o — df(z) est
continue.

Critere en coordonnées : f :  C R® — RP est C' si ses
dérivées partielles d’ordre 1 existent et sont continues.

Pour p=1: Js(a) = (alf(a) (9nf(a))- Méthode rapide : dérivées partielles continues = C! =
J différentiable.
Formule intégrale
SifestClety:[0,1] — QestCl:
1
F6() = £60) = [ dr6®) 7 O
0
Si Q est connexe par arcs :
df =0 sur Q) < f constante sur ().
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Vecteurs tangents

v € T, X s'il existe un arc v dans X tel que

70) ==z,  +'(0)=wv.

SiX={yeQ|gly) =0} geCxeX,dg(z) #0,
alors
T,X = Kerdg(z).

Cas euclidien :

T. X = {h|{Vg(z),h) =0},

Optimisation : ordre 1

Point critique :

df(a) =0 ou Vf(a)=0.

Si f admet un extremum local en un point intérieur a,
alors a est critique.
Sous contrainte g = 0 avec dg(x) # 0 :

df(z) = Adg(x),
ou, en euclidien,
Vf(x) = AVg(x).

Ne jamais oublier la contrainte g(x) = 0.

. J

Classe C* et Schwarz

f est de classe C* si les dérivées partielles jusqu’a I’ordre
k existent et sont continues.
Théoréme de Schwarz : si f € C?,

0:0;f = 0;0,f.

La différentielle seconde abstraite est hors programme,
mais la hessienne est au programme pour f: R"™ — R.

Hessienne et Taylor-Young

Pour f € C%*(,R) :

Hy(o) = (%U) |

Taylor-Young a ’ordre 2 :

fla+h) = f(a) +Vf(a)Th+ %hTHf(a)h +o(|lh]?).

Test hessien en dimension 2

Si a est critique et

alors :
— A >0, r >0 : minimum local strict ;
— A >0, r <0 : maximum local strict;
— A < 0 : point selle;
— A =0 : test non concluant.

Exemples réflexes
1. f(z,y) = 2Py + e -
df(z,y)(h, k) = (2zy + ye™)h + (z* + ze™)k.

2. F(z,y) = (z* + y, 2y + cosy) :

Jr(z,y) = <2m ! ) :

y x—siny
3. Sphére ||z —al]* = R? :

T.S(a,R) ={h | (x —a,h) = 0}.

Erreurs fréquentes

— Confondre dérivée directionnelle et différentielle.

— Oublier que df(a) doit étre linéaire.

— Utiliser un gradient pour une fonction vectorielle.

— Inverser 'ordre dans la chaine : J,(f(a))Jf(a).

— Déduire un extremum de V f = 0 sans étude complémen-
taire.

— Appliquer Lagrange sans vérifier dg(x) # 0.
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Optimisation — Prépa MP / MPI (2° année)

Extremums, points critiques, contraintes, hessienne et criteres du second ordre

1. Vocabulaire

Soit f: Q2 —Ret X C Q.
— Min globalen a € X : Vz € X, f(a) < f(z).
— Max globalen a € X : Vz € X, f(a) > f(z).
— Minlocalen a: 3r > 0, Vo € XN B(a,r), f(a) < f(z).
— Max local : méme définition avec >.
Global = sur tout X ; local = au voisinage du point.

2. Existence globale

Bornes atteintes. Si K est compact non vide et si
f+ K — R est continue, alors f est bornée et atteint son
minimum et son maximum sur K.

En dimension finie : fermé + borné = compact.

Méthode sur un compact

1. Justifier K compact non vide et f continue.
2. Etudier les points intérieurs : V. f = 0.
3. Etudier le bord / les contraintes.

4. Comparer les valeurs de f.

3. Premier ordre sans contrainte

Soit f : Q — R différentiable, a € €.
Si f admet un extremum local en a, alors

df(a) =0.
Dans R" euclidien :
Vf(a) =0.

Un tel point est un point critique.

Piege

Vf(a) = 0 est une condition nécessaire, pas suffisante.
Exemple : f(z,y) = 2% — y? a un point critique en (0,0),
mais pas d’extremum local.

4. Directions tangentes

Si X C E et a € X, un vecteur v est tangent a X en a
s’il existe un arc v dans X tel que

On note T, X ’ensemble des vecteurs tangents.
Si fix admet un extremum local en a et si f est différen-
tiable en a, alors

Yo e T, X, df(a)-v=0.

5. Contrainte réguliére g = 0

Soit X = {z € Q| g(z) = 0} avec g de classe C'. Si
a € X et dg(a) # 0, alors

T,X = Kerdg(a).
Dans un espace euclidien :
ToX ={v | (Vyg(a),v) = 0}.

Le gradient de g est normal a la contrainte.

6. Lagrange : une contrainte

Si f,gsont C', X = {g =0}, a € X, dg(a) # 0, et si
fix admet un extremum local en a, alors

df(a) = Adg(a)

pour un réel A\. Dans R”™ euclidien :

Vf(a) = AVg(a).

On résout donc
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7. Hessienne
Pour f: Q C R® — R de classe C?, la hessienne est
0% f
H = .
0= (5o (a))m

Elle est symétrique par le théoréeme de Schwarz.
Taylor-Young a ’ordre 2 :

fla+B) = F(a) + V5(@)Th+ SHTHy(a)h+ of[])
Si a est critique :
fla+ ) = f(@) = ShTHy(@h + of 1),

8. Second ordre : conditions

Soit a point critique et f de classe C?.
— Si Hy(a) est définie positive : minimum local strict.

— Si Hy(a) est définie négative : maximum local strict.
— Si Hy(a) est indéfinie : point selle, pas d’extremum.

Conditions nécessaires : minimum local = H(a) posi-
tive ; maximum local = H¢(a) négative.

Cas dégénéré

Si la hessienne est seulement semi-définie, le critére peut
ne pas conclure. Revenir a la définition, aux restrictions
le long de droites, ou a un développement plus fin.

9. Critére rapide en dimension 2

Pour

Hf(a):<z i), D=rt—s% T=r+t.

Si a est critique :
— D >0et T >0 : minimum local strict.

— D >0et T <0 : maximum local strict.
— D < 0 : point selle.

— D = 0 : critére muet.

Exemple classique
flz,y) = 23 — 3z + 2.
Vf = (32— 3,2y)

Points critiques : (1,0) et (—1,0).

i) = (5 )

En (1,0) : définie positive = min local strict.
En (—1,0) : indéfinie = point selle.

Méthode sans contrainte
Calculer Vf.
Résoudre Vf = 0.

Calculer H; aux points critiques.

L A

Conclure si possible avec le signe de la forme quadra-
tique.
5. Sile critere échoue, étudier directement f(a+h)— f(a).

Méthode sous contrainte

Pour optimiser f sur ¢ =0 :

1. Vérifier f, g de classe C*.

2. Vérifier Vg # 0 sur les candidats.

3. Résoudre g =0et Vf = AVg.

4. Comparer les valeurs si ’ensemble est compact.

Cercle unité

Pour f(x,y) =xysur 22 +¢y> =1:

(y, ) = A(2z,2y), z2+y?=1.
On obtient y = z ou y = —z. Donc
maxxyzi, minazy:—é.

A ne pas oublier

— Un extremum global sur compact peut étre au bord.

— Lagrange donne des candidats, pas directement la
conclusion.

— Ne pas appliquer Vf = 0 & un point non intérieur sans
traiter la contrainte.

— Si det H = 0, aucune conclusion automatique.
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Prépa MP / MPI Fiche - Variables aléatoires discretes

Fiche de révision - Variables aléatoires discretes
Prépa MP / MPI (2e année)

Cadre Alors E(X) = Y, 2P(X = z).
Si X est & valeurs dans NU {400} :

Une variable aléatoire discreéte X : Q — FE vérifie : X(Q)

est au plus dénombrable et (X = z) € A pour tout z. 400
Loi. La loi de X est déterminée par (P(X = x)),cx @) E(X) = Z P(X = n).
et Y P(X =2)=1 Onnote X ~Y si X et Y ont la n=1
meéme loi. . . 1
Méthode loi : support — calcul de chaque masse — somme il;’llg)ér.;réi‘zieasn.telérl.earlte, positivité, croissance. 51 X, ¥ € L
=1 '
E(XY) = E(X)E(Y).
Fonction d’une variable
SiY = f(X): Variance et covariance
Si X elL?:
P(Y=y)= Y PX=a).
Ty V(X) = E((X —E(X))*) = E(X?) ~ E(X)*.
Il faut regrouper tous les antécédents de y. V(aX +b) = a*V(X), o(X) =+/V(X).
Formule de transfert : SiX.Yel?:
B(f(0)= Y, f@P(X =q) Cov(X,Y) = B(XY) — E(X)E(Y).
z€X(Q)
si la famille est sommable. V(X +Y) =V(X)+ V() +2Cov(X,Y).

Si X,Y indépendantes, Cov(X,Y) = 0.
Couples

Inégalités

Loi conjointe : p, , = P(X = 2,Y =y).

Markov :si X >0, a > 0,
P(X =2x) = sz,y, PY=y) = Zpry
Yy x

E(X
P(X >a) < ( )
Pour Z = h(X,Y) : a
Bienaymé-Tchebychev : si X € L2, ¢ > 0,
PZ=2= Y PX=gY=y) Y Y
z,y)=2 V(X
e P(X ~E(0)| 2 ) < Yo
Indépendance
Lois usuelles
X et Y sont indépendantes si
P(X =2,V =y) =P(X =2)P(Y =y) Loi Masse, espérance, variance
pour toutes valeurs possibles x, y. B(p) P(X =1)=p;E= p}i V=p _kp)
Si X LY, alors f(X) L g(Y). Si X,Y sont indépendantes B(n,p) P(X = k) = ()p*(L —p)" " E = np;
a valeurs dans N : V =np(l-p)
n G(p) sur N* : P(X = k) = (1 -p)*'p; E = 1/p;
_ 2
P(X+Y =n) =Y P(X =kP(Y =n—k). V=>0-p)/p
k=0 P(N) P(X =k)=e X /EL,E=); V=)
Espérance

Fonctions génératrices

Pour X >0: Pour X & valeurs dans N :

Gx(t) =E(tY) = > P(X = k)t*.

k>0

E(X) =) aP(X =x) € [0, +00].

Pour X réelle/complexe : X € L! si
La loi de X est déterminée par Gx.

; |2[P(X = ) < +o0. E(X)=G%x(1), V(X)=G%(1)+Gx(1)—Gx(1)
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Prépa MP / MPI

Fiche - Variables aléatoires discretes

Si X,Y indépendantes : Gx 1y = GxGy.

Loi Gx(t)

B(p) 1-p+pt

B(n,p) (1 *ptﬂ)t)"
p

G(p) T—(=pr

PN M

Réflexes de concours

— Toujours écrire le support avant les probabilités.
— Pour f(X), regrouper les antécédents.

— Pour une somme, vérifier 'indépendance avant de convoler

ou de multiplier les génératrices.
— Avant une espérance infinie, vérifier la sommabilité.
— Cov(X,Y) = 0 ne prouve pas l'indépendance.
— Les variables & densité, 'espérance conditionnelle et les

convergences p.s./en probabilité/en loi sont hors pro-
gramme ici.

Mini-exemple

Si X ~P(N) et Y ~ P(u) indépendantes :

Gxiy = X Dent=1) — (Otm(t=1),

Donc X +Y ~ P(A+ p).
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Prépa MP / MPI (2e année)

Fiche - Lois discretes

Fiche de révision - Lois discretes
Prépa MP / MPI (2e année)

1. Identifier une loi discréte

Une loi discrete est donnée par son support et ses
masses :

P(X =2), 2€X(Q), > PX=2)=1L

Réflexe : toujours commencer par le support.

2. Lois de base

Loi Support Formule

B(p) {01} P(X=1)=p
B(n,p) {0,...,n} (p)p"q"*
G(p) N ¢"'p

P(N) N e Nk
Icig=1—p.

3. Loi géométrique

Formules :

E(X)=X  V(X)=\
P(X=k+1) A
P(X=k)  k+1

Somme : si X ~P(A), Y ~P(u) et X 1LY, alors

X+Y ~PA+p).

5. Fonctions génératrices

Pour X a valeurs dans N :

Gx(t) =E@t*) =) P(X = n)t".
n>0
(1) =E(X), G%(1)=EX(X 1)),
Donc
V(X) = G%(1) + Gy (1) — (Gx (1)

Usuelles :
Gpon(t) = Y,

Si X ~ G(p), avec p €]0, 1], alors

P(X =) = (1-pfip

pt
Gop)(t) = ———;
1—(1—p)t
Ce>1 L (1-p)
et Y sont indépendantes, alors

(support N¥).

Si

Modeéle : rang du premier succes dans des essais indé-
pendants de méme probabilité p.

Formules :

Gx+y = GxGy.

6. Choisir la bonne loi

1 1—p Situation Loi
E(X)= -, V(X) = — : A
D D Premier succes G(p)
Absence de mémoire : Nombre de succes en n essais B(n,p)
Nombre d’événements sur une période P(\)
P(X>m+n|X >m)=PX >n). Somme de comptages indépendants Poisson, pa-
rametres ad-
Attention : support N*, pas N, pour le rang du premier ditionnés
succes.
7. Mini-exemples
4. Loi de Poisson
Géométrique. Si X ~ G(0,25) :
Si X ~ P(A), avec A > 0, alors . P(X = 4) = 0,75% x 0,25, E(X) = 4.
P(X =k)=e¢ 25, keN.
Boisson. Si X ~ P(3) :
Modele : nombre d’événements sur une période, P(X <1)= e 3 4363 = 4¢3,
lorsque les événements sont rares ou indépendants.
Le parameétre \ représente le nombre moyen attendu. P(X >2)=1—4e 3.
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Prépa MP / MPI (2e année) Fiche - Lois discrétes

8. Méthodes types 10. Erreurs fréquentes

Rang du premier succes :
(X:k‘) =FENn---NE._1NS,
— ——m——

échecs

— Oublier le facteur e~ dans la loi de Poisson.
— Confondre G(p) et B(n,p).

Bl , L — Ecrire P(X = 0) pour une géométrique sur N*.
donc P(X = k) = ¢"'p si les essais sont indépendants.

— Utiliser A comme une probabilité : dans une Poisson,

Queue géométrique : ne pas sommer ; utiliser direc- X 3
A est un réel > 0, pas forcément < 1.

tement
P(X >n) =q". — Additionner les parametres de lois de Poisson sans

. . , vérifier I'indépendance.
Queue de Poisson : utiliser souvent le complément :

r—1 )\k
P(X >r) = 1—2645
k=0 ' 11. Exercices flash
Calcul récursif Poisson :
A 1. Si X ~ G(0,4), alors

_ A _
Po=¢€ °, Pk+1 b+ 1pk-
P(X >3) =063 E(X)=25.
9. Démonstrations a savoir refaire

2. Si X ~ P(2), alors
— Veérifier » ;5 ¢ 'p =1 pour G(p).

— Retrouver E(G(p)) = 1/p avec la formule des queues. P(X _ _2273 4

=3)=e = —¢
|
— Retrouver E(P(X)) = A par décalage d’indice. a3

— Calculer E(X (X — 1)) pour obtenir V(P(X)) = A. 3. Si X ~P(3), Y ~ P(4) indépendantes, alors

— Montrer que la somme de deux Poisson indépen-
dantes est une Poisson par convolution. X+Y ~P(7).
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Fiche de révision — Espérance et variance
Prépa MP / MPI (2¢ année) — Variables aléatoires discrétes

Espérance

Cauchy-Schwarz

Pour X discrete positive :

E(X)= Y aP(X==z)€0,+o0].

z€X(Q)

Pour X réelle ou complexe : X € L' si
S P(X =x) < 00, E(X) =) aP(X =u).

Formule de transfert :

E(f(X) =) f(=)P(X = z)

s Y, [f(@)[P(X = 2) < +oc.

Propriétés de 1’espérance

SiX,YelL:
E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).

Si X <Y, alors E(X) <E(Y).Si|X|]|<YetY elLl
alors X € L'. Si X,Y sont indépendantes et dans L' :

E(XY) = E(X)E(Y).

Linéarité : pas besoin d’indépendance. Produit : indépen-
dance nécessaire en général.

Formule des queues

Si X est a valeurs dans N ou N* :

Exemple : si X ~ G(p) sur N*¥,

]P(X > n) = (1 7p)n71’

Variance

X € L? signifie E(X?) < +o0. Alors X € L.

V(X) = E((X -~ E(X))?)

| V(X) =E(X?) ~ E(X)?]

V(X +0) = a®V(X)|

V(X) = 0 ssi X = E(X) presque stirement. Ecart type :
o(X) = /V(X). Variable centrée réduite :

SiX,YelL?:

E(XY1) < VEX?)VET?).
En particulier XY € L' et

E(XY)? <E(X?)E(Y?).

Covariance

Pour X,Y € L?:

\ Cov(X,Y) = E(X —EX)(Y —EY)) \

| Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) |

Propriétés : symétrie, bilinéarité sur les variables centrées,
Cov(X, X) =V(X).

Si X,Y indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0. Réciproque
fausse.

Variance d’une somme

Pour Xi,..., X, € L?:
Y% (Z Xk> =3 V(Xp)+2> Cov(X;, X;).
k=1 k=1 i<j

Si les variables sont deux & deux décorrélées :

\Y% (Z Xk> = V(Xy).
k=1 k=1

Indépendance deux a deux = décorrélation.

s o
Lois usuelles

Loi Support/probas E A\
B(p) 0,1 P p(1 —p)
B(n, p) (Z)p’“(l —p)nF np  np(l—p)
G(p) kE>1,(1—pFtp 1/p  (1—-p)/p*
P(N) k>0, e N\F/k! A A

S

Fonction génératrice

Pour X & valeurs dans N :
+oo
Gx(t) =E(t*) => P(X =k)t*.
k=0

La loi est caractérisée par Gx.

E(X) = Gy (1)

| V(X) = G% (1) + G (1) - G (1?]

X —E(X) . .,
Z=——" (0(X)>0). Si X, Y indépendantes :
o(X)
Gxy+y = GxGy.
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Génératrices usuelles

B(p): G({t)=1-p-+pt.
B(n,p): G(t)=(1—-p+pt)~.

Méthodes rapides

0w O =t (1 <1/(1-p)).
PN G(t) =MD,
Inégalités

Markov : si X > 0 et X € L', alors

P(X >a) <

E(X)

(a>0).

Bienaymé-Tchebychev : si X € L2, alors

Loi faible des grands nombres :

m = E(Xl),

|

P(|X —EX|>¢) <

V(X)
e2 |

alors

1 n
ﬁ;kam

si X; iid., X; € L?,

ne2

> 5) < VX)L,

Espérance. Support — loi — convergence absolue —
somme.

Variance. Calculer E(X) puis E(X?) :
V(X) =E(X?) - E(X)2

Somme. Utiliser les covariances ; si indépendance, les va-
riances s’additionnent.
Comptage. Ecrire N = > 14, :

E(N) = P(4).

Piéges fréquents

— Pour support infini, ne pas oublier de prouver l’exis-
tence de E(X) ou V(X).

— E(XY) =E(X)E(Y) demande I'indépendance.

— V(aX +b) = a®V(X) : le décalage b ne change pas la
variance.

— G%(1) =E(X(X — 1)), pas E(X?).

— Covariance nulle n’implique pas indépendance.
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Fiche de révision - Séries

énératrices

Prépa MP /| MPI (2¢ année

Si X est a valeurs dans N :

Gx(t) =E(t¥X) = JiOIP(X = n)t".
n=0

La série entiére a un rayon > 1 car, pour [¢| < 1,

S PX =n)t"| <Y P(X=n)=1

Donc Gx(1) = 1.

|\

Lecture de la loi
La loi de X est caractérisée par Gx.

_ G0

P(X =n) "

En pratique : développer Gx (¢) sousla forme > a,t™,
puis lire P(X = n) = a,.
-

&

Sous réserve d’existence des moments :

E(X) =Gy (1)

[E(X(X —1)) = G%(1)]

V(X) = G% (1) + Gy (1) — (G (1),

Si le rayon vaut 1, les dérivées en 1 sont comprises
comme des dérivées a gauche.

-

N

Somme indépendante

Si X 1l YetX,Y sontavaleursdans N :

(Gxyy(t) = Gx(HGy (). |

Si Xi,..., X, sontindépendantes :

n
Gx 44X, = H Gx,.

=1

Attention : 'indépendance est indispensable.

|/

Lois usuelles

Loi Génératrice
Certaine a G(t) =t*

Bernoulli p G(t)=1—p+pt
Binomiale G(t) = (1 —p+pt)"
(n,p) .
Géométrique G(t) = —r
G(p) sur N* 1~ -p)
Poisson P () G(t) = 2D

Convention géométrique

En MP/MPI, G(p) désigne le plus souvent le rang du
premier succes :

P(X =k)=p(1—pkt k>1
Donc "
- p
GX(t) - 1— (1 —p)t.

Le nombre d’échecs avant le premier succés a pour
génératrice

N

1—(1—p)t

Méthodes express

Calculer une loi :
1. obtenir Gx (t);

2. développer en série entiéere;

3. identifier le coefficient de ¢".
Calculer des moments :

1. calculer Gy et G’ ;

2. évaluereni;

3. appliquer les formules de moments.
Calculer une somme indépendante :
1. multiplier les génératrices;

K2. reconnaitre une loi ou extraire les coefficients.

Exemple 1 : Poisson

SiX ~P():

Gx (t) = M=),

Alors
G (t) =MD G (t) = A2,

Donc

N\
Exemple 2 : somme de Poisson

SIX~PA),Y ~P(u)etX LY:

Gy (£) = D a1 — (O =1),

Donc

(X +Y ~ PO+ p). |

Exemple 3 : Bernoulli vers binomiale

Si Xi,..., X, sontindépendantes et suivent la loi de
Bernoulli de parametre p :

Gxy4etx, (t) = (L—p+pt)".

Donc

‘X1+-~-+Xn~8(n,p).‘
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— Ne pas confondre Gx(t) = E(t¥) avec E(e*X). “Comme X est & valeurs dans N, sa génératrice est
— Ne pas oublier le support : N ou N* change la for- Gx(t) = 3,50 P(X = n)t". Par unicité du dévelop-
mule. pement en série entiere, le coefficient de (" donne
- B . P(X =n).”
— Ne pas ecrlre Gxiy = GxGy 'sans indépendance. «Comme X et Y sont indépendantes, Gxiy =
— Pour la variance, ne pas oublier le +G'y (1) : GxGy.”

V(X) = G% (1) + G (1) — Gx(1)*.
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[N

. Mathématiques — Prépa MP / MPI (2° année)
Fiche de révision — Loi faible des grands nombres

SiY > 0 est intégrable, alors pour touta > 0:

P(Y >a) < E(;/)
Usages immédiats :
E(|X E(X?
P(X| > a) < XD p(ix) > 0) < EUO)

siles quantités existent.

Si X admet une variance finie, alors pour toute > 0:

P(X ~E(X)| 2 <) < Yo

Preuve a connaitre : appliquer Markov a

Y = (X — E(X))>.

| f
| (

Soient X3, ..., X, indépendantes, de méme loi, avec
E(X1)=m, V(X1)=0°< +oo.
On pose
n Sn
Sn = n=—":
Sox M=
k=1
Alors 5
E(M,)=m, V(M,)= %
Point clé : ’écart-type de M,, vaut o/+/n.

Si (X,)n>1 est une suite i.i.d. de variables aléatoires dis-
cretes de variance finie, avec

m=E(X1), o?=V(X1), Sn=) X,
k=1
alors, pour tout ¢ > 0,
(29
n
Majoration exigible :

2
P(ﬁ—m‘z%g%.
n ne

Si X ~ B(p) sont indépendantes et

— 0.

n——+oo

Fn:X1++Xn’
n

alors

v(F,) = PL=P)

]E(F") =D n

Donc

p(1—p) 1
P(|F, —p| >e) < B8 < )
( Plze)< ne? = 4ne?
Interprétation : la fréquence empirique approche la pro-
babilité p.
A

Pour établir la loi faible :
1. Poser M,, = S, /n.

2. Calculer E(M,) = m.
3. Utiliser 'indépendance :

4. Appliquer Bienaymé-Tchebychev :

0,2

P(|M,, — >e) <
(I m|—5)—n62

5. Conclure car le majorant tend vers 0.

Pour garantir
P(|M,, —m| >¢) < «,
il suffit que
2 2
ag ag
—5 <a, donc n>-—;5.
ne ag

Pour une fréquence Bernoulli sans connaitre p :

n>—-.
= 4ae?

Exemple : ¢ = 0,02, « = 0,05 donne n > 12500.
N\

Pour un dé équilibré, X € {1,...,6}:
7 35
=5 VX =1
Si M,, est la moyenne de n lancers indépendants,
7 35
- Ll>e) < )
F (‘M 2‘ - E) ~ 12ne?

Donc cette probabilité tend vers 0 pour tout € > 0.
A

— Markov s’applique a une variable positive.
— Tchebychev exige une variance finie.

— Lindépendance sert au calcul de la variance de la
somme.

— La borne de Tchebychev n’est pas une probabilité
exacte.

— Une borne supérieure a 1 est vraie mais inutile.

— Laloi faible n’est pas une convergence déterministe.
.
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Question : montrer qu'une moyenne empirique ap-
proche une constante.

Réflexe : espérance + variance + Tchebychev.

Phrase finale :

0,2

0 <P(|M, — >e) <
<P(M, —m| 2 o) <

— 0,

donc la moyenne empirique vérifie la loi faible.

Si X;, ~ P()) sont indépendantes et de méme loi, alors

-
.

E(Xx) =X,  V(X)=A

Pour M, = (X1 +---+ X»n)/n:

A
LA > e) < 2
B(IM, =X 2 ¢) €

Exemple: A = 3, n = 100, £ = 0,5 donne

P(|Mioo — 3| > 0,5) < 0,12.

Ne pas écrire seulement « par la loi des grands nombres
». En MP/MPI, on doit souvent retrouver la borne :

2
]P’(ﬁ—m Zs)gg—.

n ne2
Mentionner clairement : indépendance, méme loi, va-
riance finie, puis application de Bienaymé-Tchebychev.
A
Laloi faible ne remplace pas les résultats plus fins comme
la loi forte ou le théoréme central limite. Ici, le résultat

exigible est uniquement la convergence des probabilités
d’écart vers 0 et la majoration en 1/n.

-

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite. Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code
de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



